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Physique et Mathématique : deux approches

Physique : expériences :

étude des propriétés fondamentales du monde réel en particulier ses
changements et ses mouvements

Aristote (-384, -322)
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Physique et Mathématique : deux approches

Mathématique : abstraction extréme
sans contact réel nécessaire avec la nature

Le dodécaédre

LES CINQ CORPS PLATONICIENS (POLYEDRES REGULIERS)

Platon (-427, -347)

Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP 3/53



Physique et Mathématique : deux approches

Elles peuvent paraitre similaire aux non initiés
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Physique et Mathématique : deux approches

Les mathématiciens prouvent des théorémes et sont en quéte de
preuves rigoureuses

PN
YOU WANT PROOF?

T BUNK Nou SHOWD 22 MORE
EXPLICIT HERE 1N STEP WO, I'LL GIVE YOU PROOF!

En physique la rigeur est moins importante
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La mathématique : un langage naturel

Henri Poincaré (1854-1912) était un grand physicien mathématicien

Toutes les lois (de la nature) sont donc tirdes de (’@%}a&icncc ; mais pour
les énoncer il faut une Langua spéciale ;. ..

Ut nous a appris a connattre les analogies véritables, profondas, celles
que les yeux ne voient pas et que (a yaison devine ¢ Clest Cesprit
mafkémafiguc, gui dédaigm la maticre pour ne Sattacher gu’c\x la forme

PUTYEC.
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La Physique : une mathématique appliquée?

pour cela il doit maitriser les géométries non-Euclidiennes et le
formalisme tensoriel associé
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La Physique : une mathématique appliquée?

Einstein devance le grand mathématicien David Hilbert qui déclare

-

Nimporte gud gamin des rues de Géffingan comprend micwx la 5éoméfri@
a quatre dimensions 7u’Einsfein, mais cest lui 7ui a faif la yévolution

conca)ofue“z de la pflysigue.
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La Physique : une mathématique appliquée?

Pour Vladimir Arnol’d (1937-2010) les mathématiques font partie de
la physique.

La physique est une science expérimentale, une des sciences naturelles

Les mathématiques sont la partie de la physique ou les expériences ne
cottent pas cher
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La mécanique quantique

Pierre Vanhove

en plus avancées.

particuliere des progres

cela k . ‘

(Dirac 1931)

Modularité, TQC et trous noirs

Les pr'qgrﬁs continus de la
physigue demandent pour leur
formulation théorique des

NOTIONS ma“rhimatiqui:‘ de plus

Ce qui n'était attendu par les

~¢igmi‘7“iquu‘ (..) fﬁt la fu‘vm

mathématiques nécessaires pour

MathPark, IHP
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La mécanique quantique et mathématique

Les idées Les plus profondes de la théorie des nombres présentent une

vessemblance frap/panu avec celles de la physigm théorigue moderne.

Comme la mécanigua guanﬂgu@, la théoric des nombres foumif des
modeles de relation entre (e discret et le continu qui ne sont pas du tout

&vidents, et met en valeur le vdle des syméfri@s cachées.

(Yuri Manin, Mathematics as Metaphor, 2007)
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Quantification

Selon le principe de correspondance lorsque 77 — 0 on retrouve la
physique classique

classique

quantique
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Théorie des champs

Feynman dit que la physique classique contient suffisamment
d’information pour savoir comment la quantifier

Son raisonnement utilise I'intégrale de chemin associant un poids
exp(15/h) a chaque trajectoire classique
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Théorie des champs : scepticisme

Mais cest Lorsgu’on aborde les théories
mafhéma’figucs qui sont a la base de la
mécanigu@ guanfigue que (attitude de
certains pftysici@ns dans le maniement de ces
théories confine véritablement aw délive. (..)

On se demande ce 7ui pcuf yester dans
L’es;orif dun fudiant Lorsgu'il a absorbé cette

mvraisemblaple accumulation de non-sens,

une véritable “bouillic powr les chats’ !

i ﬁi Ce serait a croire que les phyiicims

Jean Dieudonné davjourdhui ne sont a (aise que dans le

ﬂou, (obscur et ¢ contradictoire.
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Théorie des champs : désespoir?

J am acufdg awaye of the facf that the marriagc between mathematics
and )ohysics, which was so cnormous(y f?‘uiffuf m )oasf centuries, has
reccnﬂy ended 1n divorce

(Freeman Dyson, in a 1972 lecture)

Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP



Théorie des champs : désespoir ou pas

This ctuﬂ [basio J Quantum Field TJuw‘y] is not impossible to learn ;
after all we teach it to yhysi.s graduate students in a year.

Edward Witten, from the 1997 IAS year on QFT
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Théorie des champs : succes

‘ TV VVV VY VVYVVVVFVVVVVVFVYVYY

% Quantum

‘The Strange Theory of

| y Light and Matter
Electro- v Richard P. Feynman

dynamics |

R.P. FEYNMAN

Feynman a développé son formalisme pour ’électrodynamique

quantique : la quantification de I'interaction entre la lumiere et la
matiere
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Théorie des champs : succes

Ce raisonnement tres physique satisfait la communauté des physiciens

Permet un accord avec l'expérience a une précision inégalée apportant
des tests de précision en physique des particules

Zexp = 2%1.001159652180 expérience
Stheor = 2x1.001159652181 théorie
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Théorie des champs : succes

Ce résultat de QED est I'un des test de précision confirmant
I'adéquation de la théorie de I’électrodynamique quantique avec
l'expérience a une précision inégalée de 1072

FRFRPR 7@ ra
OO .-
B R O BN A

T

o o B 3 A

ALED[G
REVVA W

La QED est une des théories physiques avec le meilleur accord
expérimental
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Théorie des champs : Calculs perturbatifs

i Wik WA WACWA?,
B B & D e
o R O BN

T

o P R 3 A

ALNQIYR
RPN

Ce résultat est obtenu par un calcul en perturbation

g 2 5 62 n
theor —
c - — - c

2 Zf( hedn?eg ) 2

n=
2
e 1 _3
= ~2.3310
hedm?e 137.035999074(44) x 1t
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Théorie des champs : Calculs perturbatifs

Jusqu’a l'ordre 10 en perturbation ce résultat demande a évaluer
12672 intégrales de Feynman

cy = 1*0“
2 = 27 Re]
3 C(2) 197
- 2 _ 2 2~ 0.3285
Cy 4C(?)) C(2)log(2) + 5 +144 0.3285
_83C(2)c(3) 215C(5) 25 4 5
e = o +E[24a4+ln(2) ~6C(2)In(2)?]
_239C(4) . 139C(3) 596C(2)log(2) . 17101C(2) . 28259 e
24 18 3 135 5184
cg =~ -1.9097
ClO =~ 7795

(=) & w=) =

n>1 n>1
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Théorie des champs : Calculs perturbatifs

La magnitude des coefficients augmente assez rapidement et le signe
est alterné

;=05 c4~-03285 «cg~1.1812, cg~-1.9097, co=7.795

On montre que les coefficients de la série ont le comportement

¢, =~ (—1)"n! n— oo
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Théorie des champs : Calculs perturbatifs

La magnitude des coefficients augmente assez rapidement et le signe
est alterné

;=05 c4~-03285 «cg~1.1812, cg~-1.9097, co=7.795

On montre que les coefficients de la série ont le comportement

¢, =~ (—1)"n! n— oo

Quel est le sens de cette série tronquée divergente? Comment est-il

possible que I'accord avec I'expérience soit si bon?
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Séries divergentes

N. H. Abel
\Divergenf series are the invention of the devil, and it is shameful to base

on ﬂwm any demonsfmﬁon whafsoavar
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Séries divergentes

Series don't diverge for mo yeason; it is not a capricious Uu‘ng\ The
divargance of a series must reﬂacf its cause.

M. V. Berry, Stokes and the Rainbow, Newton Institute Lecture, 2003
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Théorie des champs : Séries divergentes

Considérons l'intégrale suivante

+00
z-(/\) — j 67%(’{)27/\(;[)4d¢

C’est la version en dimension zéro d’une théorie de champs scalaire.

Pour Re(A) > 0 I'intégrale est convergente et donnée par

1
emKl L
T = — 212 (f‘”)
(814)2

avec K, (z) la fonction de Bessel modifiée

1 Vo[ 2 d
K,(z)== (E) J e i 2N Re(z) >0
21\2 0 x1+v
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Théorie des champs : Séries divergentes

Un développement perturbatif en puissance de ) de I'intégrale

(_A)n e 71([>2 4n

=) - e 2 g
n>0 ’ -

Le coefficient de (—1)" est

o= ([ et ag) ()

o0

—
=V2r
avec v 1
(i)~ s T @D (g
L Y PR eTI 7T
et la fonction factorielle n! =1 x2x3x---xn
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Théorie des champs : Séries divergentes

Comme pour le cas de la QED nous avons une séries divergente a
coefficients alternés

= Y ()

n>0

(4n)!
n!(2n)!

En appliquant la formule de Stirling

n!=n"e " V2rn (1 +0O(1/n)) n>1

aux coefficients c,, de la série on déduit que le rayon de convergence R

est nul
CH

= lim 16n=4c0o=—=R =0

n—+00

— = lim
R  n—+co

Cn-1
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Théorie des champs : Séries divergentes

Comme pour le cas de la QED nous avons une séries divergente a
coefficients alternés

2=V Y (-5)

n!(2n)!
n>0

En appliquant la formule de Stirling

n!=n"e " V2rn (1 +0O(1/n)) n>1

aux coefficients c,, de la série on déduit que le rayon de convergence R
est nul
Cﬂ

Cn-1

= lim 16n=4c0o=—=R =0

n—+00

— = lim
R  n—+co

On peut comprendre 'origine du caractere asymptotique de la série en
examinant les graphes de Feynman associé au développement
perturbatif

Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP 27/53



Graphes de Feynman : Combinatoire

Le coefficient
(94 - [o e @h de  (an)
J+°° e*%(fﬂd(f) 4n(2n)!

est le nombre de maniéres indépendantes de connecter 1 vertex
quadri-valents

par un propagateur

(X
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Graphes de Feynman : Combinatoire

Au premier ordre en perturbation on a un vertex quadri-valent
T
B D
RS
=
B D
A c

SO

<(/)4 > = 3 manieres de connecter les lignes externes
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Graphes de Feynman : Combinatoire

Au deuxiéme ordre il faut dénombrer toutes les manieres de connecter
deux vertex quadri-valents

m # graphes = 72

# graphes = 24

pour un total de

((¢p*?)=9+72+24=105

Pierre Vanhove
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Graphes de Feynman : Combinatoire

n!
n>0

n <(¢4y§
1 3
2 105
3 10395
4 | 2027025
5 | 654729075

Ainsi la croissance exponentielle des coefficients est due aux facteurs
de symétrie reflétant le nombre de maniere indépendante de
contracter les pattes externes
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Séries divergentes et phénomene de Stokes

Les séries divergentes (asymptotiques) présentent un phénomene
particulier connu sous le nom de phénomeéne de Stokes dt aux travaux

du mathématicien anglais Sir George Gabriel Stokes

MathPark, IHP 30/53
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Séries asymptotiques et phénomene de Stokes

Le développement asymptotique de la fonction de Bessel est valable
pour |z| — oo et |arg(z)| < 37”

TC

K,(z)= 2—Ze_z (1 +

4v2 -1  (4v2-1)(4v?-2?) s

3
11x8z | 21x(82) O1/z ))

Cette fonction est solution de 1’équation différentielle

22" (2)+zf (2) - (22 +v))f(z) =0

qui a deux solutions indépendantes K, (z) et I,(z) distinguées par leur
comportement pour |z| — co et |arg(z)| < 37”

Kv<z>:\/ge-2(1+0<|zrl>) Iv<z>o<\/%(1+ouzr1>)
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Séries asymptotiques et phénomene de Stokes

Ces solutions ne sont pas univaluées dans le plan complexe
Leur comportement asymptotique aux grands z change
dramatiquement selon la position dans le plan complexe

K, (xe'™) = e ™ K, (x) —inl, (x) pour x € R*

Pour |arg(z)| > & ;- la partie imaginaire croit exponentiellement

Sm(z
Sm(z) zeC

e~ * for |z| = o0

n z
lim ImKV(—x) o — ’_ex e for |z| = o0 -
X—>+00 2x et
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Séries asymptotiques et phénomene de Stokes

L’ambiguité due au caractére asymptotique de la séries en 1 est
exp(—1/A) pour A < 1.

C’est une situation générique en théorie quantique des champs ou en
théorie des cordes ou le série perturbative est une série asymptotique

_y, kA
f@=) cng™+) ) cmpg"g e

n>0 k>1 m>0

avec des coefficients se comportant comme («, 5, > 0)

cp=(—a)"(Bn+y-1)!(1+0(1/n)) n— 00
Alors

1

Y
T LAP (L)F
Imf (- )~—(—) e\
fea~ 5l
Typiquement en théorie des champs = 1 et en théorie cordes = 1,2
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Interprétations physique

L'ambiguité exponentielle est nécessaire pour la cohérence des théories
quantiques

Elle est due a des effets non-perturbatifs fondamentaux tel que

My 2
~NN\N /7

— —_—

~ L EN S
7y v\
Cg;)

» les monopodles magnétiques et la quantification des charges
électriques

» Les contributions d’objet étendus en théorie des cordes ( trous
noirs microscopiques)

Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs
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Quantification de la charge

L’équation de Schrodinger pour la fonction d’onde de 1’électron

_h_;(§+ie/¥) W(t,X) =i ha\yat;?)

» Monopdle magnétique de charge ¢

Mt s 5> 5 o g -

S A+—A_:8(§¢):8)(

P2 S

E RN » La fonction d’onde se transforme
CED (t,%) > e e XP(t 9?)—e’632n (t,%)

La charge électrique ¢ et la charge magnétiques g

e_J J 8)( BA J Jé)xg)
S2 S2 S2 S2

Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP 35/53



Quantification de la charge

La fonction d’onde est univaluée si la condition de quantification de
Dirac est satisfaite

eg € 2nZ

Un dyon d; = (e1,4;) a une charge électrique et magnétique

Deux dyons satisfont a la relation de quantification

€182 — €281 € 2nZ
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Quantification de la charge

Sous la transformation

el (e fa b
p Vg avec r=\,. 4

la condition de quantification

ol
ot %))

est invariante si ad — bc = 1 donc si y appartient au groupe modulaire

€182 — 281

yePSL(Z,Z)::{ye(i Z)| ab,c,decZ& ad—bc:l}/{ll,—ll}
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Invariance modulaire

Une fonction invariante modulaire est f(7) une fonction définie dans
le plan complexe supérieur {7|Re(7) € R, Im(7) > 0} telle que

1
fee)=f(0)  f-5)=f(0)
w est le poids qui peut bien str étre nul
Les transformations
1 0 1
T—o1T+1 ( ) T S—(_1 0)
satisfont (ST)3 = S? = 1 et engendrent le groupe modulaire

En conséquence

at+b w
= ’ yb; ’ Z _b :1
f(c1+d) (ct+d)" f(7) a,b,c,de ad —bc
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Invariance modulaire

170

Par exemple #(7) =¢ iz (/)(ezmT) avec

1 1 "
Mzgl——x”:1+zp(mx

n>1

ou p(n) est le nombre de partitions de n.
Satisfait

n(t+1)=n(t); ,7(_1):(—1'1)%;7(1)

Ceci a pour conséquence que si 7 = if3 (ou f € R est 'inverse d’une
température) alors
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On s’intéresse maintenant au cas du boson libre ¢ (x, ) sur un tore

Y

Ry T r

Aire du tore A[= R R, ]| et structure complexe 7[= 1, + 1%]

Coordonées sur le tore z = x + 7y alors le champs est périodique

Plx+1Ly) =¢(x)  dlxy+1) =¢xy)
Pz+1)  =¢(z)  Plz+1)  =(2)
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Le champs ¢(x,v) est composé en mode le long du tore selon
¢(x, y) = Z Cn,m([)n,m(xl ZJ)
n,mez?

O (z) = p2in(nx+my) _ eﬁm(n(zfz’)ﬂn(szir))

sont des fonctions propres du Laplacien

0 d
_$£ (Pn,m(Z) = /\n,m (f)n,m(z) nmeZ

Les valeurs propres du laplacien sur le tore sont

2

Tt 2
/\n,m = ml” + mT|
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Les fonctions propres forment une base orthonormée par rapport a
I'intégration sur le tore

! J d o
J; L (Pn,m(xfy)(_gg)wp,q(xry)dxdy:bn,pém,q

alors I'intégrale sur les configurations sur champ sur la tore

2(1) = ylm(7) Jé(jdzxw Vim(r))e 2] x¢20 Dy

devient une intégrale sur les coefficients ¢, ,,

) 1
2 2
Z(T) — 1,Im(T) JI‘Re_; Zn,m /\rz,mC?;,m I | dC?l,H’l = A ’Im(r[) | | ( AZ)

n,m n,m
ou l'on exclut le cas ou A, ,, = 0 dans le produit
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Donc
I,
log Z(7) = 3 E’(0,7)

ou la séries d’Eisenstein
Im(7)?
E(s,7) = E _
(57) |m +nt|?
(m,n)eZ\(0,0)

est une fonction invariante modulaire

at+b
Els,
(S +d

):E(s,r), abcde”Z, ad-bc=1
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Donc
I,
log Z(7) = EE (0,7)

Comment E(s,7+ 1) = E(s,7) on peut faire un développement de
Fourier en modes exp(2intnRe(7)) avec n € Z

C(2s—1)(s—3
E(s,1) = 2C(2s)Im(t +2\/_ ()) 2)Im(r)]_5
I'(s
o n i
+ 4\/—2 25— 1 | | 5 %(2n|n|1m(T))eZlnnRe(T)
n=0 |n|s
Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP
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On trouve que

E’(0,7) = —Zlog(rzlr](r)lz)

donc la fonction modulaire

1
Z(r)=
Im(7)ln(7)|?
telle que
1
Z(r+1) = Z(1); z(—;) - Z(1)
Pierre Vanhove Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP
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La théorie des cordes

D 2-dimensional lagrangian
Séﬂ)(glw’A#v-) 8 &

\
= _¢X(2 ) fdzz£24(1/),X,..,g V)A 7--)
ge g /M . / dydX.. e s Au

- / 4Pz \/ge™? [R+ TeF F* + .. ] +O(mplanc ")

general relativity
gauge theory, etc small string corrections
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Quantification de la charge des trous noirs

Le secteur gravitationnel de la théorie des cordes est une extensions de
la théorie d’Einstein de la gravitation.

Par exemple on a dans un espace-temps a dix dimensions

— 0|3 19,Q0"Q
£2b:| 8l [R _}4—]

2, |72 m(@Q)

ou la valeur du champs complexe () paramétrise les configurations de
la théorie
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Quantification de la charge des trous noirs

Classiquement la théorie est invariant sous les transformations

~ _aQ+b

Q—>Q—CQ+d a,b,c,d e R

car

9,000 ((ad ~bc)d,Q\/((ad - be)o*O cQ+dP?

m(Q)? ( (cQ+d)? )( (cQ +d)? )((ad—bc)lm(Q))
9,000

Im(Q)?
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Quantification de la charge des trous noirs

Cette théorie a des solutions d’énergie finie totalement localisées
portant une charge électrique et une charge magnétique

e= Lg*dRe(Q); g= gnge(Q)

La quantification de la théorie impose la condition de quantification
ege2nZ

Seul le groupe de discret SL(2,Z) laisse invariant la théorie
quantique, c’est-a-dire les transformations telles que

a,b,c,d eZ, ad-bc=1
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Instantons en théorie des cordes

La théorie des cordes induit des corrections a la théorie d’Einstein
données par des fonctions de () invariantes sous 1’action de SL(2,7Z)
Aux premiers ordres apparaissent les fonctions

Q
E(s,a +b

=E(s,Q), ,b,c,d€Z, —bc=1
cQ+d) (5,Q) a,b,c,de ad —bc

Elles contiennent des informations sur les interactions perturbative et
non-perturbatifs

E(3/2,Q) =Im(Q) 2 (2C(3)Im(Q)* + 4(2)) + O(e ™)

o £ . '

w, ‘{ = 5 pr——— o 5 —_— TH £

21/\N\:i\\ e . L Y )
[} a "
SO0, + JOOOK +
e e e & e
I i g
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Instantons en théorie des cordes

La théorie des cordes induit des corrections a la théorie d’Einstein
données par des fonctions de () invariantes sous l’action de SL(2,Z)
Aux premiers ordres apparaissent les fonctions

) aQd+b
"cQ+d

):E(S,Q), a,b,c,deZ, ad-bc=1

Elles contiennent des informations sur les interactions perturbative et
non-perturbatifs

E(3/2,Q) = Im(Q) 72 (20(3)Im(Q)? + 4¢(2)) + O ™)
Les termes en ¢ ™) sont des contributions non-perturbatives quand

Im(C)) > 1 qui correspondent a des contributions de trous noirs
microscopiques
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Entropie de trou noir

La partie non-perturbative permet de compter les degrés de liberté
microscopiques des trous noirs (supersymétriques)

dmicro(”) ’i = G(q) = _‘11 1+8g+39 2+152 3+---
q c=1q q+39q q
n=-1 mod4 q(q)
= 1
=Y 4" n@=q5] Ja-q"
nez n>1

dmicro (N)

l\)

on( ) 1 R (150165

e”‘/ﬁ(l - ZlogN%—O(l/N))
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Entropie de trou noir

Microscopic Macroscopic

gsN > 1

>
N

Bekenstein-Hawking 74

s A
Sgis = 3 = VN
163,

(©Sameer Murthy)
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Il est tout a faire remarquable que
es symétrie modulaire ait une
interprétation physique si
naturelle en théorie des champs et
en théorie des cordes

(/411 a 'y encore beaucoup a
#comprendre entre la relation

=théorie des champs, théorie des

‘cordes et les symétries modulaire
(ou automorphes en général)

adapted from Terras
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adapted from Terras
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There are five elementary
arithmetical operations :
addition, subtraction,
multiplication, division,
and ... modular forms.
souvent attribué a Martin
Eichler

Modularité, TQC et trous noirs MathPark, IHP

53/53



