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Première partie I

Très brève présentation de la théorie

des cordes
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La théorie des cordes fait l’hypothèse que les particules élémentaires
et leur interactions résultent de la nature quantique de cordes
microscopiques fluctuantes
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L’évolution temporelle de la corde engendre une surface Σ dans un
espace-temps courbe à  dimensions

Σ→M,

(τ,σ) 7→ Xµ(τ,σ)

La dimension de l’espace est déterminée par
I cohérence quantique de la théorie
I la contrainte d’un spectre de vibration contenant des particules

de spin demi-entiers (les électrons, les quarks, etc) et des
particules de spin entier (le photon, etc)
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Il y a  théories des cordes quantiquement cohérentes

 cordes ouvertes de type I avec groupe de gauge SO()

 corde fermées dite hétérotique avec groupe de jauge SO()
 corde fermées dite hétérotique avec groupe de jauge E × E
 corde fermée de type IIA
 corde fermée de type IIB
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La corde couple à la géométrie de l’espace-temps selon

Sgrav = −TF



∫
Σ

dξ
√

h
(
h ab∂aXµ∂b Xν Gµν(X) + εab∂aXµ∂b Xν Bµν(X)

)
+

∫
Σ

dξΦ(X)R()(h)

Une corde ouverte porte des à ses bords

S type I
jauge =

∑
i

qi

∮
∂Σ
A(i)
µ (X)n ·∂Xµ

Ou par une algèbre de courants sur sa surface d’univers

Shet
jauge = −TF



∫
Σ

dξ
√

h
(
h ab∂aX I∂b X J δIJ + εab∂aA

(I)
µ ∂b Xµ∂b X JδIJ

)
où δIJ est la métrique de Cartan du groupe de jauge G etA(i)

µ champs
de jauge
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Développement en perturbation organisé par le genre de la surface
I Constante de couplage gs := eφ

I poids caractéristique d’Euler : e.g. χ(Σγ) = (−g) g ≥ 
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TF =

πα′

≤MPlanck = (GeV)

est la tension de la corde son énergie par unité de longueur

Pour des énergie faibles E � TF la théorie des cordes a pour limite les
théories des champs ponctuelles habituelles : théorie de jauge,
théorie de gravité quantique
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SYM =

∫
dx
√

g


gYM

(
tr(F) + fα

′tr(F) + fα
′tr(F)+ · · ·

)
SGrav =

∫
dx
√

g

κ

(
R+ cα

′R+ cα
′R+ · · ·

)

Les corrections en puissance de α′ = /(πTF ) dépendent des des
degrés de libertés fondamentaux de la théorie des cordes.

Leur étude est essentielle pour comprendre la nature quantique de la
théorie des cordes et valider cette hypothèse comme théorie
d’unification des interactions fondamentales et de théorie de
gravitation quantique.
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Deuxième partie II

Symétries de dualité
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La dualité T []

Considérons le cas d’un corde évoluant dans un espace-temps
donnée par le produit direct de l’espace plat à  dimensions et d’un
cercle S de rayon R

Σ→R
, ×S

(τ,σ) 7→ Xµ(τ,σ)

Sgrav = −TF



∫
Σ

dξ
√

h h ab∂aXµ∂b Xν Gµν

Xµ(τ,σ) sont des fonctions harmoniques sur la surface d’univers

h ab∂a∂b Xµ(τ,σ) = (∂τ +∂σ )Xµ(τ,σ) = 

La solution classique est

Xµ(τ,σ) = xµ + xττ + xσ σ + oscillateurs
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La dualité T []
La corde s’enroule autour du cercle

X(τ,σ +π) = X(τ,σ) +πR m m ∈Z

Son impulsion est quantifiée

X(τ +π,σ) = X(τ,σ) +πα′
n
R

m ∈Z

le développement en mode prend la forme suivante

X(τ,σ) = x+α′
n
R
τ +πR mσ + oscillateurs m ∈Z

La masse de la corde

α′M =



( √α′R
n

)
+

(
m

R
√
α′

) + oscillateurs

est invariante sous la transformation discrete Z

R ↔ α′

R
; (m ,n)↔ (n ,m)
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La dualité T []

Pour la théorie des cordes les grandes dimensions sont équivalentes
au petites dimensions sous l’action de la dualité T
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La dualité T []

En général la masse de la corde enroulée sur un tore de dimension d
Md = T

d est invariante sous le groupe discret SO(d ,d ;Z)

α′M =


~nT

(
G −BG−B BG−

−G−B G−

)
~m +oscillators; (~n , ~m) ∈Zd ×ZZ d
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La dualité S []
Considérons le système gravitationnel caractérisé par deux champs
scalaires φ et C ()

Sb =

κ

∫
dx

√
g

(
R− 


(∂µφ) − 


eφ(∂µC ())
)

Le champ scalaire complexe Ω= C () + ie−φ paramétrise l’espace
quotient SL(,R)/SO() et les configurations classiques de la théorie

Sb =

κ

∫
dx

√
g

R−  ∂µΩ∂µΩ̄Im(Ω)


La théorie classique est invariante sous l’action de SL(,R)

gµν → gµν

Ω→ aΩ+ b
cΩ+ d

ad − bc =  a ,b ,c ,d ∈R
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La dualité S []

Cette symétrie, dite de dualité S , échange le couplage faible et le
couplage fort en théorie des cordes


gs

:= e−φ∞ = Im(Ω)↔ gs = e−φ∞ =


Im(Ω)

La théorie quantique n’est pas invariante sous la symétrie continue
mais elle préserve le sous-groupe discret Γ = SL(,Z) ⊂ SL(,R)

Γ := SL(,Z) :=

{(
a b
c d

)
,a ,b ,c ,d ∈Z,ad − bc = 

}
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Quantification de la charge

L’équation de Schrödinger pour la fonction d’onde de l’électron

− ~


m

(
~∂+ ie~A

)
Ψ (t ,~x) = i~

∂Ψ (t ,~x)

∂t

I en présence du champs crée par un
monopole magnétique g

~A+ − ~A− = ~∇
( g
π
φ
)

I Transformation de la fonction
d’onde

Ψ (t ,~x)→ e−iegΨ (t ,~x)

La fonction d’onde doit être univaluée ce qui conduit Dirac à déduire
la quantification de la charge de l’électron

eg ∈ πZ
Pierre Vanhove (IPhT) Formes automorphes & cordes LaBRI  mars   / 



Réseau des charges

L’électron et le monopole magnétique sont deux solutions duales des
équations de Maxwell F = dA , d ? F = e δ(x)∫

S
F = g

∫
S
?F = e

Un dyon a une charge électrique et magnétique d = (e,g)
Deux dyons satisfont à la relation de quantification

eg − eg ∈ πZ

Cette condition est invariante sous la transformation γ ∈ SL(,Z)(
e
g

)
→

(
a b
c d

)(
e
g

)
avec

γ =

(
a b
c d

)
; a ,b ,c ,d ∈Z; ad − bc = 
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Ces symétries de dualités relient différentes théories des cordes

type IIBtype IIAhet  SO(32)het E8xE8

type I
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Les dualités U
Les groupes SO(d ,d ;Z) et SL(,Z) ne commutent pas et engendrent
le groupe de dualité quantique de la théorie des cordes Ed+(Z)

Ed (Z) := 〈SO(d ,d ;Z),SL(,Z)〉

D E−D(−D)(R) K−D E−D (Z)

A R
+  

B Sl(,R) SO() Sl(,Z)
 Sl(,R)×R+ SO() Sl(,Z)
 Sl(,R)×Sl(,R) SO()×SO() Sl(,Z)×Sl(,Z)
 Sl(,R) SO() Sl(,Z)
 SO(,,R) SO()×SO() SO(,,Z)
 E()(R) USp() E()(Z)
 E()(R) SU()/Z E()(Z)
 E()(R) Spin()/Z E()(Z)
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Groupes de Chevalley []

D E−D(−D)(R) K−D E−D (Z)

A R
+  

B Sl(,R) SO() Sl(,Z)
 Sl(,R)×R+ SO() Sl(,Z)
 Sl(,R)×Sl(,R) SO()×SO() Sl(,Z)×Sl(,Z)
 Sl(,R) SO() Sl(,Z)
 SO(,,R) SO()×SO() SO(,,Z)
 E()(R) USp() E()(Z)
 E()(R) SU()/Z E()(Z)
 E()(R) Spin()/Z E()(Z)

I Le vide de la théorie des cordes est paramétré par la variété
scalaire ~ϕ ∈MD = ED /KD

I Ed(d) est la forme réelle déployée maximale d’un groupe de
Chevalley, Kd est le sous-groupe compacte maximal
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Groupes de Chevalley []

= E
α

α

α α α α α α

Le diagramme de Dynkin détermine complètement

I Les constantes de structure et les entiers de Cartan dont on
déduit l’algèbre de Lie g

I Le groupe de Chevalley G dont les points réels G(R) forment un
groupe de Lie agissant sur l’algèbre de Lie g par l’action adjointe

I Les points entiers G(Z) sont le stabilisateur de l’espace sur Z
engendré par la base de Chevalley sous l’action adjointe
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Réseau des charges

Les configurations du vide de la théorie des cordes sur l’espace-temps
R
, ×T est paramétrée par  scalaires qui sont les coordonnées de

l’espace quotient E()(R)/(SU()/Z)

Les solutions de trou noir portent  charges électromagnétiques
quantifiées dans représentation fidèle du groupe symplectique
Sp().

La théorie est invariante sous le le groupe discret de symétrie
E()(Z) = E()(R)∩Sp(,Z). C’est le même réseau que celui
obtenu par la construction de Chevalley !

Pour les groupes Ed+(Z) avec d ≤  il existe une définition
équivalente (plus proche de l’intuition physique)
Ed+(Z) = Ed+(R)∩GL(dimR ,Z) où R est une représentation fidèle
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Groupes de dualité et géométrie []

Le groupe de dualité Ed en dimension D + est plongé dans le
sous-groupe parabolique maximal Pαd+

= Lαd+
U avec facteur de

Levy Lαd+
= GL() · Ed du groupe de dualité Ed+

Ed(d)

La paramètre du facteur GL() est la rayon du cercle de
compactification de la théorie the radius of circle compactification of
the theory from dimensions D + to D r = r−D /`D+

R
, ×T ×S(r−D )

−→
r→∞

R
, ×T
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Groupes de dualité et géométrie []

Ainsi toute l’information sur la géométrie des dimensions
supplémentaires est contenue dans les propriétés du groupe de
dualité
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Groupe de dualité et cordes perturbative

La symétrie de dualité T de la théorie des cordes libre SO(d ,d) est
obtenue en considérant le sous-groupe parabolique maximal
Pα = LαUα of Ed+ où le facteur de Levi est GL() ·SO(d ,d)

SO(d, d)

Le paramètre GL() est la constante de couplage de cordes r = /gD

Théorie M
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Troisième partie III

Formes automorphes en théorie des

cordes
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Interactions en théorie des cordes

I La diffusion de deux gravitons en théorie des cordes prend la
forme générique suivante σk = sk + tk + uk , σ = , s , t ,u ∝ α′∂

TD (~ϕ,σ,) =
E(D)

(,−)(~ϕ)

σ
+

∑
p ,q≥

E(D)

(p ,q)(~ϕ)σp
 σ

q


I E(D)

(,−)(~ϕ) =  : Reproduit la théorie Einstein de la diffusion de
gravitons

I Les coefficient sont des fonctions des paramètres de la théorie ~ϕ
dans l’espace quotient Ed+(R)/Kd+

I La quantification des charges implique que la théorie est
invariante sous l’action du sous-groupe discret Γ = Ed+(Z)

E(D)

(p ,q)(γ · ~ϕ) = E(D)

(p ,q)(~ϕ); γ ∈ Ed+(Z)
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Constrainte différentielles []
La supersymétrie de la théorie implique que les couplages satisfont
aux équations différentielles suivantes

(
∆− (−D)(D −)

D −

)
E(D)

(,) = πδD−,(
∆− (−D)(D −)

D −

)
E(D)

(,) = ζ()δD−,+E()(,)δD−,(
∆− (−D)(D −)

D −

)
E(D)

(,) = −(E(D)

(,))
 −ζ()δD−,

− 

E()(,)δD−, −


π
E()(,)δD−,
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Constrainte différentielles []

Les valeurs propres s’annulent exactement pour les valeurs des
dimensions associées au comportement à haute énergie (ultraviolet)
de la théorie de supergravité maximale

Dc =

 for L = 
+/L for  ≤ L ≤ 

Ainsi ces formes automorphes contiennent les informations sur le
comportement à haute énergie de la théorie de supergravité
maximale en accord avec les calculs en perturbation par Bern et al.
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Conditions aux limites

I Si P = LU où L = GL() ·G ′ alors r→∞ le terme constant est la
somme

φG =
∑

i

rαi φG ′(g) + O(e−r) r→∞

I où φG ′(g) est une forme automorphe pour G ′ du facteur de Levy

I Un cas particulier est la formule de Langlands pour les termes
constants des séries Eisenstein qui sont une somme sur l’action
du groupe de Weyl

La relation géométrique et la série perturbative des cordes permet de
contraindre la forme des termes constants
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Conditions aux limites : série perturbative gD → 

E(D)

(,) = g
− −D

D−
D

(
ζ()

gD
+ I−boucles

)
+ O(e−


gD )

E(D)

(,) = g
− −D

D−−
D

(
ζ()

gD
+ I−boucles + gD I−boucles

)
+ O(e−


gD )

E(D)

(,) = g
− −D

D−−
D

(
ζ()

gD
+ I−boucles + gD I−boucles + gD I−boucles

)
+ O(e−


gD )

Ig−boucles formes automorphes pour SO(−D ,−D) venant de
l’intégration sur la surface Σg

On aurait pu avoir autant de termes que
l’ordre du groupe de Weyl
|W(E)|=  ;
|W(E)|= mais la théorie
des cordes fait un choix très spécial
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Conditions aux limites : décompactification rd →∞

Le terme constant par rapport au sous-groupe parabolique maximal
Mαd+

= GL()× E(d ,d) avec pour paramètre GL() le rayon r = rd /`D

E(D)

(,) ∼
rd

`D+
E(D+)
(,) +

(
rd

`D+

)−D

ζ(−D) + O(e−
rd
`D )

E(D)

(,) ∼
rd

`D+
E(D+)
(,) +

(
rd

`D+

)−D

E(D+)
(,) +

(
rd

`D+

)−D

ζ(−D) + O(e−
rd
`D )

E(D)

(,) ∼
rd

`D+
E(D+)
(,) +

(
rd

`D+

)−D

ζ(−D)

+

(
rd

`D+

)−D

E(D+)
(,) +

(
rd

`D+

)−D

E(D+)
(,) + O(e−

rd
`D )
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Solution : séries d’Eisenstein induites

Grâce à la croissance polynomiale pour r→∞ il est possible de
déterminer complètement et uniquement que les solutions aux deux
premières équation différentielles sont des séries d’Eisenstein induites

Definition (Séries d’Eisenstein induites)

Pour Pβ le sous-groupe parabolique maximal attachée à la racine
simple β soit λ= sωβ − ρ avec 〈ωβ ,β〉= δα=β
la séries d’Eisenstein induite de la fonction constante sur le
sous-groupe parabolique maximal

E
G
β,s(g) =

∑
γ∈Pβ(Z)\G(Z)

es〈ωβ ,H(γg)〉

avec la décomposition d’Iwasawa g = nak ∈ G et a = exp(H(g))
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Des solutions simples []

E(D)

(,) = ζ()E
Ed+

α;



; for  ≤ d ≤  and d = 

E(D)

(,) = ζ()E
Ed+

α;



; for  ≤ d ≤  and d = 

Ed+(Z) E(D)
(,) E(D)

(,)

E()(Z) ζ()EE
[]; 

ζ()EE
[]; 

E()(Z) ζ()E
E
[]; 

ζ()E
E
[]; 

E()(Z) ζ()EE
[]; 

ζ()EE
[]; 

SO(,,Z) ζ()ESO(,)
[]; 

ζ() Ê
SO(,)
[]; 

+
ζ()
 Ê

SO(,)
[];

SL(,Z) ζ()ESL()
[]; 

ζ() Ê
SL()
[]; 

+
ζ()
π Ê

SL()
[]; 

SL(,Z)×SL(,Z) ζ()̂ESL()
[]; 

+ ̂E(U) ζ()E
SL()
[]; 

−ζ()SL()
[];− 

E(U)

SL(,Z) ζ()E 

(Ω)ν

− 
 +ζ() ν





ζ()E 


ν





+
ζ()ζ()
 ν



 E 


+
ζ()ζ()

ν




SL(,Z) ζ()E 

(Ω) ζ()E 


(Ω)
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Des solutions simples []

Theorem ( Intégrabilité des solutions )

I Le coefficient du terme d’Einstein E(D)

(,−) =  est de carré
intégrable pour tous les groupes de dualité

I Le coefficient E(D)

(,) = ζ()E
Ed+

α;



est de carré intégrable pour les
groupe de dualité Ed+ avec  ≤ d ≤ 

I Le coefficient E(D)

(,) = ζ()E
Ed+

α;



est de carré intégrable pour les
groupe de dualité Ed+ avec  ≤ d ≤ 

Le coefficient de E(D)

(,) n’est pas une série d’Eisenstein et sera discuté
en détail dans le cas modulaire
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Quatrième partie IV

Modes de Fourier et trous noirs
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Modes de Fourier et physique

I La simplicité des solutions se reflète dans la nature des
coefficients de Fourier. Les coefficients de Fourier sont contraints
par différentes considération physiques (en particulier la
supersymétrie). Seul un petit nombre de coefficients est non nul.

I La formes des coefficients de Fourier correspond exactement aux
effets non-perturbatifs de trous noirs microscopiques en théorie
des cordes

I Nous nous concentrons ici sur le cas du sous-groupe parabolique
maximal

Pαd+
= GL() · Ed ×Uαd+

⊂ Ed+

Associé à la compactification de la théorie entre la dimension D + à
une théorie en dimension D = −d sur un cercle de rayon
r = rd /`D+
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Coefficients de Fourier []

I Soit θi ∈ U �R
m un ensemble de charges continues

commutantes on définit alors les modes fourier

F (D)

(p ,q)[Q ,ϕ] :=

∫
[,]m

dθE(D)

(p ,q)(ϕ,θ)eiπQ ·θ

I la fonction automorphes est la somme de ses modes de Fourier

E(D)

(p ,q)(ϕ,θ) =
∑

Q∈Γd

F (D)

(p ,q)[Q ,ϕ]e−iπQ ·θ

I Le coefficient de Fourier associé à un sous-groupe parabolique
Pα = LαUα de Ed+ est une somme sur les charge entières
Q ∈ Γd = Ed+(Z)∩Uαd+

conjuguées à la variables angulaire
dans le facteur unipotent θ ∈ Uαd+
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Coefficients de Fourier []

F (D)

(p ,q)[Q ,ϕ] ∼
∑

Q∈Zn

dQ fQ (ϕ)e−πrd mQ
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Coefficients de Fourier []

F (D)

(p ,q)[Q ,ϕ] ∼
∑

Q∈Zn

dQ fQ (ϕ)e−πrd mQ

I mQ est la masse de la particule en dimension D + qui devient
un instanton une fois enroulé sur le cercle (euclidien) de rayon rd

I dQ est une grandeur de théorie des nombre comptant le nombre

de configurations instantoniques. E.g. d (,)
Q =

∑
δ|Q δ

−D

I Les coefficients de Fourier sont fonctions des paramètres du
groupe de symétrie ϕ ∈ Ed /Kd

I fQ (ϕ) est induite par les fluctuations quantiques. C’est une
fonction automorphe sous le groupe de symétrie résiduel Ed en
dimension D +
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Orbites coadjointes nilpotentes []

F (D)

(p ,q)[Q ,ϕ] ∼
∑

Q∈Zn

dQ fQ (ϕ)e−πrd mQ

I Les charges discrètes Q ∈ Ed+(Z)∩Uαd+
décrivent des orbites

discrètes

I L’action (complexifiée) du facteur de Levi Lα = GL() · Ed agit par
action de conjugaison sur les variables angulaires θ

I Par dualité de Fourier cette action induit sur les charge une action
discrete de l’intersection du facteur de Levi avec le groupe discret
du dualité discret de dualité Lα ∩ Ed+(Z)

I Sous cette action s’organise en représentations irréductibles en
peuplant des orbites coadjointes nilpotentes o ∈ Ed /Hd où Hd est
le stabilisateur du groupe
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Orbites coadjointes nilpotentes []

I Ces orbites sont caractérisées par des conditions sur les
représentations des charges élémentaires

Ed+ Mαd+
Vαd

E E q i : , q : 
E E q i : 
E SO(,) Sα : 

SO(,) SL() v[ij ] : 
SL() SL()×SL() via : ×

SL()×SL() SL()×R+ vva : 

I L’action adjointe du groupe de symétrie Ed sur les variables
angulaires θ est irréductible si et seulement si Uα est Abélien.
C’est le case tous les groupes de dualité sauf E où le Monopole
de Kaluza-Klein à une charge non abélienne
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Support des modes de Fourier []

F (D)

(p ,q)[Q ,ϕ] ∼
∑

Q∈Zn

dQ fQ (ϕ)e−πrd mQ

I Les coefficients de Fourier coefficients sont non nuls seulement si
les variables angulaires θ appartiennent a une orbite o

I Les orbites ont un ordre partiel donné par l’inclusion

Lemma (Front d’onde)

Si φ est une représentation automorphe son front d’onde OG (φ) est
l’orbite o telle que si o ′ > o alors φ les coefficients de Fourier sur o ′

sont nuls mais de Fourier non nul sur o.

I Une représentation irreducible est associée a une orbite
coadjoint nilpotente par son front d’onde
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Support des modes de Fourier []

I Un théorème donne que le front d’onde est toujours la clôture
d’une unique orbit nilpotente coadjointe

Ainsi à toute orbite nilpotente coadjointe est attachée une
représentation automorphe irreductible

I Un cas particulier est la première orbite non-triviale la plus
simple préservant la moitié des supersymétries  -BPS

O 
−BPS =

Ed+

Ed nR
nd

I nd est le nombre de charge supersymétriques  -BPS en
dimension D −

Orbits

C’est ce que donne la théorie des cordes
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Support des modes de Fourier []

orbite triviale

orbite minimale

orbite next-to-minimale

structure compliquée

orbite sous-sous-régulière

orbite sous-régulière

orbite principale

0
E7

A1
E7(a1)

2A1
E7(a2)

(3A1)"
E6

(3A1)’
E7(a3)

A2
E7(a3)

4A1
E6(a1)

A2+A1
E6(a1)

A2+2A1
E7(a4)

A3
D6(a1)

2A2
D5+A1

A2+3A1
A6

(A3+A1)"
D5

2A2+A1
E7(a5)

(A3+A1)’
E7(a5)

D4(a1)
E7(a5)

A3+2A1
E6(a3)

D4
(A5)"

D4(a1)+A1
E6(a3)

A3+A2
D5(a1)+A1

A4
D5(a1)

A3+A2+A1
A4+A2

(A5)"
D4

D4+A1
A4

A4+A1
A4+A1

D5(a1)
A4

A4+A2
A3+A2+A1

(A5)’
D4(a1)+A1

A5+A1
D4(a1)

D5(a1)+A1
A3+A2

D6(a2)
D4(a1)

E6(a3)
D4(a1)+A1

D5
(A3+A1)"

E7(a5)
D4(a1)

A6
A2+3A1

D5+A1
2A2

D6(a1)
A3

E7(a4)
A2+2A1

D6
A2

E6(a1)
A2+A1

E6
(3A1)"

E7(a3)
A2

E7(a2)
2A1

E7(a1)
A1

E7
0
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Couplages en théorie des cordes

Theorem (Green-Miller-Vanhove)

Pour les groupes de dualité Ed+ en dimensions  ≤ D ≤  alors
 Le front d’onde de la représentation automorphe associée au

couplage au couplage E(D)

(,−) =  est l’orbite triviale

 Le front d’onde de la représentation automorphe associée au
couplage E(D)

(,) est la clôture de l’orbite minimale.
 Le front d’onde de la représentation automorphe associée au

couplage E(D)

(,) est la clôture de l’orbite next-to-minimale (NTM)

I La clôture de l’orbite minimale est l’union de l’orbite triviale et de
l’orbite minimale

I La clôture de l’orbite next-to-minimal est l’union cette orbite, de
l’orbite minimale et de l’orbite triviale

I Ces conditions sur les supports des coefficients de Fourier sont en
adéquation avec les contraintes attendue pour la supersymétrie
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Diagramme de fermeture de séries d’Eisenstein

minimal orbit

next-to-minimal

trivial orbit

Fuzzy structure
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Cinquième partie V

Le cas modulaire
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La théorie de type IIB []
La théorie des cordes de type IIB est définie en dimension  sur R,.
Les configurations du vide sont paramétrée par le scalaire complexe

Ω=Ω+ iΩ ∈ SL(,R)/SO()

Le groupe de dualité est Γ = SL(,Z) agissant sur Ω

γ ·Ω=
aΩ+ b
cΩ+ d

γ ∈ SL(,Z) =

{(
a b
c d

)
,a ,b ,c ,d ∈Z,ad − bc = 

}

Les couplages sont des formes ou fonction modulaires

E()(p ,q)

(
aΩ+ b
cΩ+ d

)
= E()(p ,q)(Ω)
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La théorie de type IIB []
En particulier se sont des fonctions périodiques

E()(p ,q)(Ω+) = E()(p ,q)(Ω)

dont on peut faire le développement de Fourier

E()(p ,q)(Ω) =
∑
n∈Z

f ()(p ,q),n(Ω)eiπnΩ

Les modes de Fourier sont fonction de la constante de couplage des
cordes Ω = /gs et sont contraint par des calcul en pertubation

Amplitude =ΩAg=+ Ag=+Ω− Ag=+ · · ·
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La théorie de type IIB []

f ()(,), =

∫ 

E()(,)(Ω)dΩ =Ω

− 
 (ζ()Ω+ζ())

f ()(,), =

∫ 

E()(,)(Ω)dΩ =Ω





(
ζ()Ω++

ζ()


Ω−

)
f ()(,), =

∫ 

E()(,)(Ω)dΩ =Ω

(
ζ()


Ω+

ζ()ζ()


+
ζ()

Ω

+
ζ()

Ω

)
+ O(e−Ω)

À l’ordre des arbres et à une boucles (ordre Ω et Ω) les coefficients
sont des valeurs zêta multiples univaluées construites par Francis
Brown
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La théorie de type IIB []
Ces couplages satisfont les équations différentielles

(∆− 


)E(D)

(,) = ;

(∆− 


)E(D)

(,) = ;

(∆−)E(D)

(,) = −(E(D)

(,))


où ∆=Ω(∂

Ω

+∂
Ω

) est le Laplacien hyperbolique
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La théorie de type IIB []
Les conditions au limites aux pointes Ω→∞ impliquent que les deux
premiers couplages sont des séries d’Eisenstein

E()() (Ω) = ζ()E 

(Ω)

E()() (Ω) = ζ()E 

(Ω)

Eisenstein series Es(Ω)

Es(Ω) =
∑

γ∈Γ∞\SL(,Z)

(Im(γ ·Ω))s =
∑

gcd(m ,n)=

(ImΩ)s

|mΩ+ n |s

= ζ(s)Ωs
+

√
πΓ (s − )ζ(s −)

Γ (s)
Ω−s


+
πs

Γ (s)

∑
n,

|n |s−



∑
d ||n |

d−s
√
ΩKs−  (π|n |Ω)eiπnΩ
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La théorie de type IIB []
E()(,)(Ω) n’est pas une série d’Eisenstein

(∆−)E(D)

() = −(ζ()E 

)

La solution de l’équation différentielle est

E()(,)(Ω) =
ζ()


E 

(Ω) +

∑
γ∈Γ∞\Γ

Φ(γΩ)

Φ(x + iy) = ζ()

∫
R

∑
n∈Z

σ−(|n |)eiπn(x+u)

 h
(x

y

)
du

où h(x) est l’unique fonction paire réelle C∞ avec h(x) ∼x→±∞ /(|x |) satisfaisant( d
dx

(+ x)
d
dx
−

)
h(x) = − 

(+ x)
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Conclusion and outlook []

There are five elementary
arithmetical operations : addition,
subtraction, multiplication, division,
and . . . modular forms.

I La théorie des cordes donne des exemples concrets de
représentations automorphes associées à des orbites
coadjointes nilpotentes
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Conclusion and outlook []

0
E6

A1
E6(a1)

2A1
D5

3A1
E6(a3)

A2
E6(a3)

A2+A1
D5(a1)

2A2
D4

A2+2A1
A4+A1

A3
A4

2A2+A1
D4(a1)

A3+A1
D4(a1)

D4(a1)
D4(a1)

A4
A3

D4
2A2

A4+A1
A2+2A1

A5
A2

D5(a1)
A2+A1

E6(a3)
A2

D5
2A1

E6(a1)
A1

E6
0
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Conclusion and outlook []
I Sauf des cas très particuliers la théorie des cordes nécessite des

représentations automorphes plus générales que des séries
d’Eisenstein

I C’est une question importante pour les physiciens et les
mathématiciens d’identifier les représentations automorphes
attachées aux orbites dans les diagrammes de Hasse des
groupes de dualité

I Les modes de Fourier ont un interprétation physique claire en
terme de contributions instantoniques de trous noirs
microscopiques supersymétriques

I La théorie des formes automorphes permet de capturer le
comportement ultraviolet de la théorie de supergravité
sous-jacente et aussi analyser la relation entre les théorie des
champs et la complétude ultraviolette de la théorie
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Sixième partie VI

Appendices
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Groupe de dualité et couplage fort : théorie M

I La théorie des cordes en dimensions D ≤  peut être obtenue
par compactification de la théorie M sur un tore de dimension
d +. La symétrie géométrique de la théorie M est SL(d +)

I Ce groupe de symétrie est obtenue en considérant le sous-groupe
parabolique maximal par rapport à la racine α Pα = LαUα de
Ed+ dont le facteur de Levi GL() ·SL(d +)

SL(d + 1)

I Le paramètre GL() est le volume du tore r = V


d+
d+/`




Return
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Orbits and supersymmetric orbits

Mαd+
= Ed BPS BPS condition Orbit Dim.

SL() 
 -  

SL()×R+ 
 v vα =  R

∗×SL(,R)
SL(,R)



 v vα ,  R

∗ × SL(,R)
SO(,R)



 εab vi avj b =  SL(,R)×SL(,R)

(R+×SL(,R))nR


SL()×SL()

 εab vi avj b , 

SL(,R)×SL(,R)
SL(,R)nR



 εijklm vij vkl =  SL(,R)

(SL(,R)×SL(,R))nR


SL()

 εijklm vij vkl , 

SL(,R)
O(,)nR 


 (SΓm S)=

SO(,,R)
SL(,R)nR


SO(,)


 (SΓm S),

SO(,,R)

O(,)nR 
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Mαd+
= Ed BPS BPS condition Orbit Dim.




I=
∂I
∂qi =,

and
∂ I
∂qi ∂qj ,.

E
O(,)nR 

E



I=,
∂I
∂qi , E

O(,)nR 


 I, R

∗ × E
F()






I =
∂I
∂qi =

∂ I
∂qi ∂qj

∣∣∣∣
AdjE

= ,

and
∂ I

∂qi ∂qj ∂qk ,.

E
EnR



E



I=
∂I
∂qi =,

and
∂ I
∂qi ∂qj

∣∣∣∣∣AdjE
,.

E
(O(,)nR)×R 


 I=,

∂I
∂qi ,

E()
F()nR




 I> R

+ × E
E()


Return
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