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1 Introduction

Aujourd'hui, nous allons parler de la théorie des cordes et de ses implications physiques.
Une motivation de cette théorie est de fournir une théorie physique de la gravité quantique tout
en uni�ant les interactions entre particules élémentaires. Cette analyse physique de la théorie
des cordes fait intervenir des objets mathématiques particuliers que l'on appelle des groupes
de dualité, connus en mathématiques sous le nom de groupes de Chevalley. Nous verrons plus
tard ce que sont ces groupes et comment ils apparaissent en théorie des cordes. Les quantités
physiques de la théorie des cordes sont invariantes sous l'action discrète de ces groupes et
donnent lieu à des formes modulaires, ou de manière plus générale, lorsque le rang du groupe
de dualité est supérieur à 1, à des formes automorphes. Ces dernières sont associées aux séries
d'Eisenstein intervenant dans les travaux de Langlands. Cette leçon concerne les relations entre
la théorie des représentations automorphes et les propriétés physiques de la théorie des cordes.

D'abord je présenterai�trop brièvement�l'essentiel des notions de théorie des cordes né-
cessaires à cette leçon. J'expliquerai ensuite comment les groupes de dualité apparaissent dans
cette théorie et comment ses contraintes physiques correspondent exactement à la construction
mathématique due à Chevalley. La deuxième partie de la leçon consistera à utiliser l'invariance
de la théorie des cordes sous l'action des groupes de Chevalley pour montrer que les amplitudes
physiques sont données par des formes automorphes dont je donnerai l'interprétation en termes
de modes de Fourier. Cette partie sera une lecture de physicien d'objets connus dans la théorie
des représentations automorphes. Cette leçon est principalement basée sur mes travaux avec M.
Green, J. Russo et S.D. Miller [1, 2, 3, 4, 5]. D'autres références incluent par exemple [6, 7, 8] (1).

Première partie

2 Brève présentation de la théorie des cordes

Nous savons tous ce qu'est un électron. Il tourne autour d'un noyau composé de protons et
de neutrons, eux-mêmes composés de quarks. Protons, neutrons et électrons sont des objets que
l'on détecte et dont on peut mesurer les diverses caractéristiques physiques dans les accélérateurs

(1). Pour une introduction à la théorie des cordes, nous référons à [9, 10, 11, 12]. (N.d.R)
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de particules ou par l'analyse des rayonnements cosmiques. Ce sont des objets physiques dont
l'existence est con�rmée expérimentalement. Les quarks ne peuvent pas être isolés, mais on peut
les observer à l'intérieur d'autres particules comme les protons par exemple. Leurs propriétés
physiques peuvent ainsi être testées dans les accélérateurs de particules et ont été validées par
l'expérience. La théorie des cordes fait l'hypothèse que ces objets sont le résultat des oscillations
de cordes, c'est-à-dire d'objets unidimensionnels, microscopiques. Il faut penser que la relation
entre la corde et l'électron ou le quark est similaire à ce qu'un son est à une corde classique :
à chaque � note � est associée une particule. Il y aurait donc dans le spectre d'excitation un
mode de vibration correspondant à l'électron, à chaque quark etc. Les propriétés des cordes
permettent également de modéliser les interactions entre les di�érentes particules.

Prenons par exemple un électron, et supposons que l'on dispose d'un microscope permettant
de voir des objets de la taille des cordes. On verrait alors que l'électron n'est pas ponctuel mais
est une petite corde vibrante. Il existe deux types de cordes, le cordes fermées formant une
boucle et les cordes ouvertes. Les extrémités de ces cordes ouvertes, comme une corde à sauter,
peuvent être attachées à un mur et donc �xées ou bien libres. Les cordes fermées forment un
tube en évoluant dans le temps, tandis que les cordes ouvertes forment un ruban.

Sous l'e�et des �uctuations quantiques, la corde peut se briser en deux, et à l'inverse, deux
cordes peuvent fusionner pour n'en former plus qu'une. Lors de son évolution temporelle, la
corde engendre donc une surface Σ comportant des anses et des bords. Ces trous correspondent
à la façon dont les cordes interagissent entre elles. Par des processus quantiques, la corde est
également en interaction avec l'espace-temps à d dimensions, que l'on noteM1,d−1 ayant une
dimension de temps et d− 1 dimensions d'espace, dans lequel elle évolue. Par exemple, on peut
imaginer une corde classique se déplaçant dans notre espace-temps usuel avec trois dimensions
d'espace et une dimension de temps. Mais pour avoir une théorie quantique cohérente, c'est-
à-dire qui respecte les symétries fondamentales d'une théorie quantique que sont l'unitarité
et l'invariance sous transformation de Lorentz (2), on est obligé de considérer un espace qui
comporte une dimension temporelle et neuf dimensions spatiales. On a donc un plongement Xµ

(µ ∈ {0, 1, ..., 9}) de la surface Σ de coordonnées (τ, σ) dans l'espaceM1,9 :

Σ→M1,9

(τ, σ) 7→ Xµ(τ, σ), (2.1)

La coordonnée X0 est associée à la dimension temporelle deM1,9 et les autres coordonnées
aux dimensions spatiales. Toutefois nous n'avons pas encore donné de dynamique à cet objet.

La formulation quantique de cette théorie, c'est-à-dire la manière de quanti�er en respectant
les contraintes physiques, restreint le nombre de théories possibles. Il existe cinq théories de
cordes cohérentes dans leur formulation quantique :

1. Cordes ouvertes et fermées de type I avec groupe de jauge SO(32)

2. Corde fermées dites hétérotiques avec groupe de jauge SO(32)

3. Corde fermées dites hétérotiques avec groupe de jauge E8 × E8

4. Cordes fermées de type IIA

5. Cordes fermées de type IIB

(2). L'unitarité est liée à la conservation des probabilités au cours du temps en mécanique quantique. Les
transformations de Lorentz décrivent les changements de référentiels en relativité restreinte. (N.d.R)
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J'expliquerai dans la suite à quoi correspondent les di�érents types de cordes ainsi que leur
groupe de jauge associé. On peut déjà voir qu'on a seulement deux types de cordes fermées
possibles sans groupe de jauge, de type IIA ou IIB, le cas des cordes fermées hétérotiques étant
un peu di�érent. Les algèbres de courants (3) des cordes fermées ne peuvent être données que
par les groupes de jauge SO(32) ou E8 × E8. Et pour les cordes ouvertes, les degrés de liberté
de jauge ne peuvent être donnés que par le groupe de jauge SO(32). La quanti�cation de la
théorie des cordes donne cinq théories, mais il n'y a pas a priori de manière de privilégier une
théorie sur les autres.

L'action (4) de la corde sur la variété pseudo-riemannienneM1,9 est donnée par (5)

Sgrav = −TF
2

∫
Σ

d2ξ
√
h
(
hab∂aX

µ∂bX
ν Gµν(X) + εab∂aX

µ∂bX
ν Bµν(X)

)
+

∫
Σ

d2ξ Φ(X)R(2)(h), (2.2)

où :

Gµν est la métrique de Riemann deM1,9,

Bµν est un champ antisymétrique,

Φ est un champ scalaire appelé dilaton,

hab est la métrique de la surface Σ. Son déterminant est h et sa courbure de Ricci R(2)(h)

TF est une constante représentant la tension de la corde, liée à son énergie.

Les grandeurs Gµν , Bµν et Φ caractérisent la géométrie de l'espace-temps où évolue la corde.

Supposons que l'on ait des cordes décrivant des quarks. Ces quarks sont sensibles à des
champs extérieurs, par exemple au champ de l'interaction forte qui explique pourquoi et com-
ment le proton est formé de quarks. Ce champ de jauge, caractérisé par un potentiel vecteur
A(i)
µ , se couple à la théorie des cordes par le bord de la surface Σ :

Stype I
jauge =

∑
i

qi

∮
∂Σ

A(i)
µ (X)~n · ∂Xµ, (2.3)

où qi décrivent les di�érentes charges du champ de jauge A(i)
µ (X) et ~n est un vecteur normal à Σ

en tout point de son bord ∂Σ. Cette action décrit le couplage des champs de jauge à la matière
pour des groupes non abéliens, par exemple dans le cadre de la chromodynamique quantique (6).

Dans la théorie des cordes hétérotiques, les cordes sont sensibles aux champs de l'espace-
temps par une algèbre de courant sur la surface Σ :

Shet
jauge = −TF

2

∫
Σ

d2ξ
√
h
(
hab∂aX

I∂bX
J δIJ + εabA(I)

µ ∂aX
µ ∂bX

JδIJ
)
, (2.4)

où

(3). L'algèbre de courant décrit comment les di�érentes quantités conservées d'un système quantique com-
mutent entre elles. (N.d.R)
(4). L'action est une grandeur décrivant la dynamique d'un système (ici de cordes). (N.d.R)
(5). Dans la suite du texte, la convention d'Einstein est utilisée : une sommation est e�ectuée sur les indices
répétés. Par exemple, le produit scalaire entre deux vecteurs v et w s'écrit 〈w|v〉 = wivi. (N.d.R)
(6). La chromodynamique quantique est la théorie physique décrivant les interactions entre les quarks. Le
groupe de jauge de cette théorie est SU(3). (N.d.R.)
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Figure 1 � En haut, diagrammes de la théorie des champs usuels. En bas, les mêmes dia-
grammes du point de vue de théorie des corde. Figure tirée de [9].

δIJ est la métrique de Cartan du groupe de jauge,
A(I)
µ sont les champs de jauge.

La théorie quantique nous dit qu'il faut sommer sur toutes les �uctuations possibles de la
corde, c'est-à-dire sur toutes les surfaces possibles. L'action de la théorie e�ective (i.e. dans
l'espace-tempsM1,9) est donnée par un développement selon le genre g de la surface Σ :

S
(D)
e� (gµ,ν ,Aiµ, ψ, . . . ) =

∑
Σg

e−Φχ(Σg)

∫
M(Σg)

∫
dψdX · · · e

∫
d2zL2d(ψ,X,...,gµν ,Aiµ,... ), (2.5)

où
M(Σg) est l'espace de modules des surfaces de genre g (7),
χ(Σg) est la caractéristique d'Euler de la surface Σg,
ψ, X, etc. sont les champs de la théorie dont la dynamique est décrite par le lagrangien
L2d.

On a donc un développement perturbatif selon une constante de couplage gs = e〈Φ〉, contrôlé
par la valeur moyenne du dilaton, et dont le poids est donné par χ(Σg). Plus la surface Σg a
des anses et des bords, i.e. un genre plus élevé, plus sa contribution à (2.5) sera faible. De
plus, à basse énergie par rapport à l'échelle d'énergie de la théorie des cordes, quand on intègre
les �uctuations microscopiques des cordes, on doit retrouver nos théories physiques usuelles :
relativité générale, théorie de jauge etc. Cela n'est pas une prédiction de la théorie des cordes
mais une manière de s'assurer que notre théorie donne une description du monde tel qu'on le
connaît et qu'on le comprend. Les corrections dues à la théorie des cordes, c'est-à-dire le fait
que les constituants fondamentaux ne sont pas des objets ponctuels mais étendus, interviennent
seulement dans les termes correctifs d'ordres supérieurs en l'échelle caractéristique des cordes
déterminée par la tension TF dans (2.2).

En théorie des champs usuels, les diagrammes de théories de champs sont décrits par des
graphes. Par exemple les diagrammes en arbre (a), (b), (c) de la rangée supérieure de la �gure 1

(7). C'est un espace dont les points paramètrent les di�érentes surfaces de genre g à automorphisme de la
surface près. (N.d.R)
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peuvent décrire un échange de photons entre un électron et un autre électron ou un positron.
Le diagramme (d) de la rangée supérieure est di�érent puisqu'il possède des boucles (ici deux).
Bien que les particules entrent et sortent du diagramme comme auparavant, les interactions
ayant lieu à l'intérieur ne sont pas les mêmes. Pour chacun de ces diagrammes, il existe un
diagramme analogue en théorie des cordes, donnés sur la rangée inférieure de la �gure 1, où
ce n'est plus un objet ponctuel qui se propage en formant une ligne, mais une corde qui forme
donc un tube en se propageant. Les diagrammes (a), (b), (c) ne sont pas identiques du point de
vue de la théorie des champs puisque par exemple, le point A n'est pas connecté aux mêmes
points dans les trois diagrammes. Mais en théorie des cordes, ces trois diagrammes sont les
mêmes puisqu'il existe une déformation continue de l'un vers les autres : comme on travaille
avec des surfaces, les diagrammes peuvent être vus comme étant complètement élastiques. Les
trois graphes (a), (b), (c) de la deuxième ligne correspondent tous les trois à une sphère avec
quatre points marqués. Ainsi, à la somme de trois graphes en théorie des champs correspond
un seul graphe en théorie des cordes. Lorsque l'on se place dans la limite où la taille de la corde
est négligeable, il va falloir prendre en compte la position des points sur la sphère, et selon leurs
positions on obtiendra un des trois diagrammes de la théorie des champs. De manière un peu
plus formelle, ces trois graphes de Feynman viennent du bord de la dégénération de la sphère
avec quatre points marqués. De même, le diagramme (d) de la théorie des champs est obtenu
depuis un tore à deux trous (une sphère à deux anses) avec quatre points marqués en théorie des
cordes. Et de manière générale, à un diagramme en théorie des cordes correspondent plusieurs
diagrammes en théorie des champs.

La théorie des cordes a l'ambition de reproduire la physique des particules, plus précisément
le modèle standard, testée dans les accélérateurs de particules, par exemple au LHC au CERN,
et la relativité générale, testée par exemple par l'observation des ondes gravitationnelles émises
par deux trous noirs, tout en apportant des corrections liées au caractère non ponctuel de ces
objets. Il est important de garder à l'esprit que la théorie des cordes prédit deux choses. Tout
d'abord, elle prédit des modi�cations à la théorie de la relativité générale d'Einstein. Cette
théorie décrit les déformations de l'espace-temps en présence de masse. Imaginez un coussin
sur lequel on poserait une boule lourde : la surface du coussin est déformée par la présence de
la boule. Une bille légère roulera alors le long de la ligne de plus grande pente jusqu'à tomber
sur la boule. Si maintenant on ne considère plus une bille mais un petit élastique, son évolution
sur le coussin sera di�érente de celle de la bille : il va glisser en se déformant (en négligeant
les frottements). Imaginez maintenant que le puits formé par la boule soit très profond, de
sorte à atteindre une con�guration ressemblant à un trou noir. Là où la bille peut tomber
arbitrairement profondément dans le puits, la corde ne le peut pas. En e�et, comme la corde a
une extension spatiale, il arrive un moment où le goulot du puits est plus petit que la taille de
la corde, et elle ne peut donc plus tomber. Ainsi, la géométrie de l'espace-temps de la théorie
d'Einstein serait modi�ée par la théorie des cordes de sorte à ce que la théorie soit insensible
aux détails de l'espace-temps d'une échelle plus petite que la taille de la corde. De manière
similaire pour la physique des particules, la théorie des cordes induit des modi�cations sur les
interactions entre particules à très courte distance, c'est-à-dire à très haute énergie. L'échelle
caractéristique des phénomènes de corde est donné par la tension de la corde TF , une énergie
par unité de longueur, qui donne l'énergie des vibrations de la corde. Grâce aux contraintes
physiques, on sait que cette énergie doit être inférieure à une borne donnée par la masse de
Planck MPlanck :

TF =
1

2πα′
6M2

Planck = (1018GeV)2. (2.6)
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A priori, la tension de la corde pourrait être bien plus faible que M2
Planck. Si jamais on vous dit

un jour que l'on a découvert des corrections de la théorie des cordes, cela signi�e que l'on aurait
vu à une certaine échelle d'énergie des e�ets de la vibration des cordes. Jusqu'à présent, nous
n'avons pas encore eu accès à des prédictions physiques ou de con�rmations expérimentales de
la théorie des cordes.

3 Groupes et algèbres de Lie complexes

Les groupes de Lie apparaissent naturellement dans les théories physiques comme groupe
de symétrie de la théorie. Par exemple, les lois de la mécanique classique sont invariantes sous
rotation de l'espace, autrement dit sous l'action d'un élément de SO(3). Il en va de même dans
d'autres cas plus compliqués, comme la conservation des probabilités en mécanique quantique,
liée à une symétrie sous l'action d'un groupe unitaire U(N), ou dans le cadre qui nous intéresse
ici : celui de la théorie des cordes. Nous donnons dans cette partie les bases essentielles de la
classi�cation des algèbres de Lie complexes pour construire les groupes de Chevalley.

3.1 Quelques dé�nitions

Un groupe de Lie G est une variété di�érentielle munie de deux applications lisses

(g, h)→ gh g → g−1 ∀g, h ∈ G (3.1)

lui donnant une structure de groupe. Les groupes de Lie les plus communs sont les groupes
matriciels comme On(R) l'ensemble des matrices orthogonales pour le produit scalaire euclidien
ou SLn(R) l'ensemble des matrices de déterminant 1 où dans les deux cas n représente la taille
des matrices.

D'une part, comme G est une variété di�érentielle, l'espace tangent en un point TgG contient
l'information sur le groupe dans un voisinage de g. D'autre part, commeG est un groupe, l'action
du groupe par multiplication à gauche L (resp à droite R) permet de transporter un vecteur
tangent Xg ∈ TgG en un autre point g′ de G. En posant h = g′g−1 on dé�nit

Xg′ = (dLh)g(Xg) ∈ Tg′G (3.2)

Un champ de vecteur X sur G est dit invariant à gauche si pour tout g, h ∈ G on a :

(dLg)h(Xh) = Xgh (3.3)

On a donc une bijection entre les champs de vecteur invariants à gauche et l'espace tangent
en l'identité TeG. Étant donné deux élements Xe, Ye de l'espace tangent en l'identité TeG, il est
donc possible de leur associer deux champs vectoriel sur G que l'on note respectivement X et
Y .

Avec un champ de vecteur X et une fonction f d'une variétéM dans C ou R, une opération
naturelle consiste à dériver f en chaque point selon la direction donnée par X. Cette opération
est appelée la dérivée de Lie de X et est notée LX . L'application LX(f) va de M dans l'espace
tangent TM :
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LX(f)(x) =
∑
α

Xα ∂f

∂xα

∣∣∣∣
x

(3.4)

où xα sont des coordonnées locales sur M . Cette notion s'étend aux champs de vecteurs de
la manière suivante. Pour deux champs de vecteurs, on dé�nit la dérivée de Lie de X sur Y
comme

LXY (f)(x) =
∑
α,β

(
Xα∂Y

β

∂xα
∂f

∂xβ
− Y α∂X

β

∂xα
∂f

∂xβ

) ∣∣∣∣
x

∀f ∈ C∞(G), x ∈ G (3.5)

On peut véri�er que cette opération ne dépend pas du choix de coordonnées surM . De plus,
elle peut s'interpréter comme la dérivée de Lie selon un nouveau champ de vecteur noté [X, Y ]
que l'on appelle le crochet de Lie de X et de Y . Dans la base de coordonnées locales

{
∂
∂xα

}
, ce

champ de vecteur a pour coordonnées

[X, Y ]β =
∑
α

(
Xα∂Y

β

∂xα
− Y α∂X

β

∂xα

)
(3.6)

Le crochet de Lie de deux champs vectoriels [X, Y ] est bilinéaire, antisymétrique et véri�e
l'identité de Jacobi, c'est-à-dire qu'étant donné trois champs vectoriels X,Y et Z, on a :

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0. (3.7)

Revenons maintenant au cas des groupes des Lie. On peut utiliser la construction ci-dessus
pour dé�nir un crochet de Lie sur l'espace tangent TeG : on dé�nit leur crochet de Lie [Xe, Ye]
comme le commutateur des deux champs vectoriels invariants à gauche associés à Xe et Ye,
évalué en l'identité. On peut véri�er que le champ vectoriel ainsi obtenu est bien invariant à
gauche, et donc qu'il est bien caractérisé par sa valeur en l'identité, ce qui assure que notre
crochet [Xe, Ye] est bien dé�ni sur TeG. (8)

Un espace vectoriel muni d'une opération antisymétrique satisfaisant l'identité de Jacobi est
une algèbre de Lie. L'espace tangent TeG muni de son crochet de Lie forme donc l'algèbre de
Lie g associée à G. De plus, il existe certaines conditions su�santes où g encode l'information
sur l'ensemble du groupe, par exemple lorsque G est connexe et compact. L'avantage est que
là où G est un objet géométrique sophistiqué, g est une structure linéaire qui est souvent plus
facile à étudier. Dans le reste de cette section et la suivante, nous nous focaliserons sur l'étude
des algèbres de Lie sur le corps C.

Un sous-espace vectoriel h de g est une sous-algèbre de Lie de g si pour tout X, Y ∈
h, [X, Y ] ∈ h. Les sous-algèbres de Lie sont associées aux sous-groupes connexes de G. En
particulier, une algèbre de Lie est dite abélienne si son crochet de Lie est nul. On appelle h
un idéal de g si pour X ∈ g, Y ∈ h, [X, Y ] ∈ h, qui est une condition plus générale. La notion
d'idéal est utile à la classi�cation des algèbres de Lie. Une algèbre de Lie non-abélienne qui n'a
pas d'idéaux non-triviaux, c'est-à-dire di�érent de l'idéal nul ou de g, est dite simple, et une

(8). Pour les groupes de Lie, une autre manière d'introduire le crochet de Lie est de l'introduire comme
l'application di�érentielle de l'action adjointe du groupe sur lui-même Adg : h→ ghg−1.
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algèbre de Lie pouvant s'écrire comme une somme directe d'algèbres de Lie simples est dite
semi-simple. En�n, une algèbre de Lie est dite résoluble si la série d'algèbres suivante, appelée
série dérivée

g > g1 = [g, g] > ... > gn = [gn−1, gn−1] > ... (3.8)

termine sur l'algèbre nulle.
Cette notion n'interviendra pas dans le reste de ce texte, mais elle est en quelque sorte

complémentaire de celle d'algèbre de Lie semi-simple. En e�et, pour une algèbre de Lie g semi-
simple, la série dérivée est toujours égale à g. Il existe ainsi une décomposition dite de Lévi
permettant d'écrire toute algèbre de Lie comme produit semi-direct d'une algèbre résoluble et
d'une algèbre semi-simple. Comme la partie résoluble est caractérisé par sa série dérivée, il reste
à comprendre les propriétés des algèbres semi-simples. Dans la suite, nous considérerons donc
uniquement des algèbres de Lie semi-simples.

3.2 Classi�cation des algèbres de Lie complexe semi-simple

Considérons une algèbre de Lie complexe semi-simple g de dimension �nie. L'algèbre de Lie
g agit sur elle-même par son crochet de Lie, aussi appelé action adjointe :

ad(X)(Y ) = [X, Y ] X, Y ∈ g (3.9)

Une algèbre de Cartan h de g est une sous-algèbre de Lie telle que :
� h est abélienne, c'est à dire [H,H ′] = 0 pour tout H,H ′ ∈ h.
� Pour tout H ∈ h, ad(H) est diagonalisable dans g.
� Il n'existe pas de sous-algèbre de Lie de g contenant h strictement et satisfaisant les deux

propriétés précédentes.

Di�érentes algèbres de Cartan d'une même algèbre de Lie sont reliés par conjugaison, elles
sont donc toutes isomorphes. On note (Hi)i une base de h. Puisque h est abélienne, on a
[ad(Hi), ad(Hj)] = 0, donc ces endomorphismes sont diagonalisables simultanément. Une forme
linéaire α : h→ C est une racine de g par rapport à h si α est non-nulle et si il existe X 6= 0 ∈ g
tel que ad(H)(X) = α(H)X pour tout H ∈ h. L'ensemble des éléments de g non-nul et tel que
[H,X] = α(H)X pour tout H ∈ h est noté gα. Il est possible de montrer que pour toute racine
α ∈ R, gα est un espace vectoriel de dimension 1. En notant R l'ensemble des racines de g, on
a alors

g = h ⊕
α∈R

gα (3.10)

Il est donc possible d'étudier g comme l'ensemble des espaces propres pour l'action adjointe
de H. De plus, il est possible de montrer que R possède une structure très spéci�que que l'on
appelle un système de racines (dans un espace vectoriel euclidien E muni de son produit scalaire
〈 , 〉). Un système de racines est caractérisé par les propriétés suivantes :

� Vect(R) engendre E.
� Pour α ∈ R, les seuls multiples de α dans R sont ±α.
� R est invariant sous ré�exion par un hyperplan perpendiculaire à une racine α. Autre-

ment dit, si α, β ∈ R alors σα(β) = β − 2 〈α,β〉〈α,α〉α ∈ R.
� Pour α, β ∈ R, 2 〈α,β〉〈α,α〉 est un entier.
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Le système de racine R d'une algèbre de Lie complexe semi-simple la caractérise complè-
tement. Toutefois, il est possible de tirer pro�t des deux dernières propriétés du système de
racines pour encoder toutes les informations nécessaires à sa reconstruction dans une structure
encore plus simple appelée système de racines. En e�et, la troisième propriété nous donne tous
les hyperplans qui sont des symétries de R tandis que la dernière propriété conditionne l'angle
et le rapport des longueurs de deux racines α, β car

4
〈α, β〉 〈β, α〉
〈α, α〉 〈β, β〉

= (2 cos(θ))2 ∈ Z (3.11)

où θ est l'angle entre les deux racines. On a donc seulement quatre possibilités pour θ :
� θ = ±π

2
alors les longueurs de α et β sont indépendantes.

� θ = ±π
3

alors α et β ont la même longueur.
� θ = ±π

4
alors le ratio des longueurs est de

√
2.

� θ = ±π
6

alors le ratio des longueurs est de
√

3.
Une base de R est un ensemble de racines ∆ tel que ∆ est une base de E et chaque racine

de R décomposée dans la base ∆ s'écrit avec des coe�cients entiers de même signe. Pour un
système de racines R ayant pour base ∆, on construit le digramme de Dynkin associé de la
manière suivante :

� Les sommets du diagrammes correspondent aux éléments de ∆
� Deux sommets α, β sont reliés par e arêtes où

e = max

(∣∣∣∣2〈α, β〉〈α, α〉

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣2〈β, α〉〈β, β〉

∣∣∣∣) (3.12)

De plus si α et β ne sont pas de même norme, alors on oriente les arêtes vers la racine
de plus grande norme.

Pour retrouver le système de racines à partir de ∆, il su�t d'appliquer les ré�exions par les
hyperplans orthogonaux aux éléments de ∆, et d'ajouter tous les vecteurs à R tous les éléments
n'étant pas dans ∆, leur norme étant �xée par leur angles avec les di�érents éléments de ∆. On
itère ce procédé jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de nouveaux éléments à rajouter. Les diagrammes
de Dynkin permettent donc d'encoder simplement la structure du système de racines, et donc
de l'algèbre de Lie associée. Comme ils héritent des contraintes issues des systèmes de racines,
la structure des diagrammes de Dynkin est également très contrainte, et il est facile de tous
les classi�er. On peut donc inverser la procédure, et étant donné un diagramme de Dynkin, se
demander quelle est l'algèbre de Lie qui lui est associée. Cela permet notamment de construire
les cinq algèbres de Lie complexes simples dites exceptionnelles G2, F4, E6, E7, E8. Par exemple,
le diagramme de Dynkin associé à l'algèbre E8 est représenté sur la �gure 2.

3.3 Groupes de Chevalley

A partir des diagrammes de Dynkin pour les algèbres de Lie semi-simples complexes, il est
possible de construire des analogues des groupes de Lie sur d'autres corps que C. Pour cela,
il convient de normaliser la base du système de racines de sorte à ce que les constantes de
structure, c'est à dire les coe�cients du crochet de Lie de R avec h et entre les éléments de la
base de R soient des entiers. Cette base est appelée la base de Chevalley, on la notera ici C.
Comme les constantes de structure sont entières, l'anneau CZ des éléments engendrés par C à
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= E8

α1

α2

α3 α4 α5 α6 α7 α8

Figure 2 � Diagramme de Dynkin associé au groupe E8

coe�cients dans Z est bien dé�ni. On peut ensuite construire une algèbre de Lie sur n'importe
quel corps K comme CK = K⊗ CZ équipé du crochet de Lie venant de g :

[1K ⊗ x, 1K ⊗ y] = 1K ⊗ [x, y] (3.13)

On obtient ainsi une algèbre de Lie dont les constantes de structures prennent leur valeur
dans le corps K et dont le crochet est celui de l'algèbre g de départ. Pour chaque t ∈ K et chaque
élément α de la base de Chevalley, on dé�nit eα(t) = exp (tad(e)), qui est un automorphisme
de CK . L'ensemble des automorphismes {eα(t)} forme un sous-groupe des automorphismes de
CK, qui est le groupe de Chevalley G(g,K), qui est unique à isomorphisme près. Si le groupe
est construit à partir de l'algèbre de Lie g d'un groupe de Lie G sur le corps K, on le note plus
rapidement G(K).

La motivation initiale de Chevalley était de dé�nir des analogues des groupes de Lie sur des
corps discrets, mais la construction est valable pour tout corps. Dans le cadre de cette leçon,
les cas qui nous intéresseront sont ceux des corps R et Z.

4 Symétries de dualité

Revenons maintenant à nos théories physiques. Dans cette partie, on supposera que notre
espace-temps est plus simple que dans la partie précédente. On se place sur un espace ayant
une dimension temporelle, huit dimensions spatiales euclidiennes et une dimension enroulée sur
un cercle de rayon R. C'est-à-dire :

M1,9 = R1,8 × S1. (4.1)

Dans cet espace, l'action de la corde�sans champ Bµν ni dilaton Φ pour simpli�er�est donnée
par

Sgrav = −TF
2

∫
Σ

√
hhab∂aX

µ(τ, σ)∂bX
ν(τ, σ)Gµν(X)dτdσ. (4.2)

L'évolution de la corde implique que les coordonnées de plongement Xµ(τ, σ) sont des fonctions
harmoniques sur la surface d'univers Σ, c'est-à-dire qu'elles satisfont l'équation

hab∂a∂bX
µ(τ, σ) =

(
∂2
τ + ∂2

σ

)
Xµ(τ, σ) = 0. (4.3)

Cette équation admet pour solution classique

Xµ(τ, σ) = xµ + xµτ τ + xµσ σ + oscillateurs. (4.4)

Dans la suite de cette partie, je m'intéresserai à la partie linéaire de ces solutions, on pourra
donc négliger le dernier terme de l'équation (4.4).
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4.1 La dualité T

Prenons la coordonnée X9 associé à un cercle S1 de rayon R et résolvons l'équation (4.4).
En faisant un tour de la corde, c'est-à-dire en translatant la coordonnée σ de la corde de 2π,
on peut avoir fait plusieurs fois le tour de notre cercle de rayon R :

X9(τ, σ + 2π) = X9(τ, σ) + 2πRm m ∈ Z. (4.5)

On a une relation similaire par translation temporelle, liée à la quanti�cation de l'impulsion :

X9(τ + 2π, σ) = X9(τ, σ) + 2πα′
n

R
n ∈ Z. (4.6)

Les entiers m,n comptent le nombre d'enroulement de la corde sur le cercle. Le développement
en modes de la corde sur cette coordonnée prend donc la forme suivante :

X9(τ, σ) = x9 + α′
n

R
τ +Rmσ + oscillateurs m,n ∈ Z. (4.7)

L'équation (4.7) retranscrit le fait que l'espace-temps n'est pas trivial. On a un seul pa-
ramètre α′ décrivant la tension de la corde (2.6), mais la géométrie de l'espace-temps donne
également des paramètres physiques. Ainsi à partir de ces deux types de paramètres, on peut
avoir l'espoir de pouvoir reproduire la masse d'un électron, voire toutes les masses qui appa-
raissent en physique des particules. À partir de cette expression, on peut calculer la masse d'une
corde enroulée :

α′M2 =
1

2

(√α′
R

n

)2

+

(
m

R√
α′

)2
+ oscillateurs. (4.8)

L'équation (4.8) est invariante sous l'action de Z2 donnée par :

R↔ α′

R
; (m,n)↔ (n,m). (4.9)

Cette symétrie est illustrée sur la �gure 3. Le spectre d'une théorie des cordes sur un cercle de
rayon R est identique au spectre d'une théorie des cordes sur un cercle de rayon α′

R
où l'on a

inversé le rôle de m et de n.
C'est un premier résultat qui est absent dans les théories physiques décrivant seulement des

particules ponctuelles. Dans la théorie des cordes, avoir une dimension spatiale décrivant un
cercle de grand rayon ou un cercle de petit rayon est identique (9). On a un rayon minimum
obtenu pour Rmin =

√
α′, où on a alors

√
α′

R
= R√

α′
. Ce résultat peut s'interpréter comme le

fait qu'il n'est pas possible de comprimer la théorie des cordes dans un espace-temps ayant une
dimension plus petite que

√
α′. Cette symétrie est appelée la dualité T pour � dualité torique �

ou � dualité de l'espace-cible � (� target space duality � en anglais), elle traduit le fait qu'en
théorie des cordes grandes et petites dimensions sont équivalentes. Dans le cas où l'on n'a plus
un unique cercle, mais un tore à d dimensions, la théorie devient invariante sous l'action du
groupe discret SO(d, d;Z). La masse de la corde est alors donnée par

α′M2 =
1

2
~nT
(
G−BG−1B BG−1

−G−1B G−1

)
~m+ oscillateurs; (~n, ~m) ∈ Zd × Zd, (4.10)

(9). Cette symétrie concerne toutes les grandeurs physiques de la théorie et pas seulement son spectre de
masse. (N.d.R)
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Figure 3 � Illustration de la dualité T de la théorie des cordes.

où B et G sont des matrices décrivant la géométrie du tore.

Si on a une particule ponctuelle, cette particule va être invariante sous l'action d'un certain
groupe, par exemple le groupe des rotations SO(3) de l'espace à trois dimensions. Dans le cas
d'une corde, ce groupe agit à la fois sur les modes d'enroulement et d'impulsion. Au lieu d'avoir
deux groupes distincts qui donneraient un produit de groupe de symétrie SO(3)×SO(3), on a
un unique groupe SO(3, 3). Ce groupe est le groupe préservant le produit scalaire associé à la
métrique gµν = diag(1, 1, 1,−1,−1,−1).

4.2 La dualité S

La théorie des cordes possède une autre symétrie appelée dualité S. L'action de la théorie
des cordes (2.2) fait intervenir un champ scalaire Φ appelé dilaton. Considérons un système
gravitationnel faisant intervenir un autre champ scalaire C(0) et dont l'action classique est
donnée par :

S2b =
1

2κ2
10

∫
d10x
√
G
(
R− 1

2
∂µΦ∂µΦ− 1

2
e2Φ∂µC(0)∂µC

(0)

)
, (4.11)

où R est la courbure de Ricci pour la métrique Gµν de l'espace-temps et κ10 est la constante
du couplage gravitationnel.

Les di�érentes valeurs des champs scalaires Φ et C(0) paramètrent les di�érentes con�-
gurations de la théorie dans un espace-temps euclidien à dix dimensions. En introduisant
Ω = C(0) + ie−Φ, l'action classique peut se réécrire sous la forme :
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S2b =
1

2κ2
10

∫
d10x
√
G
(
R− 1

2

∂µΩ∂µΩ̄

Im(Ω)2

)
. (4.12)

Alors on peut voir que l'action (4.12) est invariante sous les transformations de SL(2,R) :

Gµν → Gµν , (4.13)

Ω→ aΩ + b

cΩ + d
; ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ R. (4.14)

Deux valeurs de Ω reliées par un élément de SL(2,R) donnent des con�gurations d'espace-
temps identiques. Cette théorie est en particulier invariante sous inversion de Ω :

e−Φ = Im(Ω)↔ eΦ = Im
(
− 1

Ω

) ∣∣∣∣
C(0)=0

. (4.15)

Nous avons vu que le développement perturbatif est donné par une série en puissances de
gs = e〈Φ〉 du développement de l'action selon le genre des surfaces (2.5).Cette transformation
s'interprète donc comme l'échange du régime de couplage fort e〈Φ〉 � 1 et du régime de couplage
faible e〈Φ〉 � 1 en théorie des cordes.

Cette symétrie est appelée dualité S ou dualité fort-faible (� strong-weak duality � en an-
glais). On a considéré ici la théorie classique, laquelle est bien invariante sous SL(2,R), mais
la théorie quantique est seulement invariante sous le sous-groupe discret SL(2,Z). De manière
générale, une théorie quantique doit être quanti�ée. On s'attend donc à ce que les groupes de
symétries de la théorie soient des groupes discrets plutôt que des groupes continus. La trans-
formation décrite par la relation (4.15) correspond bien à un élément de SL(2,Z). L'inversion
des régimes de couplage fort et faible est donc également une symétrie de la théorie quantique.

4.3 Lien entre les di�érentes théories de cordes et dualité U

Nous avions vu précédemment qu'il existait cinq théories de cordes di�érentes. Ces cinq
théories sont reliées entre elles grâce à ces dualités. Les deux théories de cordes hétérotiques
sont reliées par la dualité T . De même pour les théories de cordes de type IIA et IIB. La dualité
S relie la théorie des cordes hétérotiques avec groupe de jauge SO(32) avec la théorie des cordes
de type I, tandis que la théorie des cordes de type IIB, qui est celle que l'on a utilisée comme
exemple ici, est auto-invariante sous cette dualité. Ces di�érents liens sont récapitulés dans la
�gure 4.

En omettant le dernier lien représenté sur la �gure 4 entre les théories de cordes de type I et
celles de types IIB (10), le nombre de théories des cordes possibles est déjà réduit à seulement 2,
par exemple les théories des cordes de type I et les théories des cordes de type IIA. Supposons
que notre théorie ait d dimensions compacti�ées, c'est-à-dire homéomorphes à un cercle, et D
dimensions non compacti�ées. Notre théorie est alors invariante sous l'action de SO(d, d;Z)

(10). Les théories de type I et IIB sont reliés entre elles par la composition d'une involution transformant
les surfaces de Riemann fermées en surfaces de Riemann ouvertes avec cross-caps et de l'opérateur de parité
fermionique (−1)F où F est le nombre de fermions de la théorie. Les théories de type I sont des orientifold des
théories de type IIB. Voir [13] pour plus de détails. (N.d.R)
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type IIBtype IIAhet  SO(32)het E8xE8

type I

Figure 4 � Les di�érentes théories des cordes possible sont liées entre elles par les relations de
dualité

par la dualité T, et sous l'action de SL(2,Z) par la dualité S. Ces deux groupes agissent
�dèlement sur les paramètres de notre théorie. L'action de ces deux groupes sur notre théorie
ne commutant pas, le groupe de symétrie complet de la théorie est alors le groupe engendré par
ces deux groupes, que l'on note Ed+1 = E11−D. On peut montrer que ces groupes correspondent
respectivement pour D = 3, 4, 5 aux groupes de Lie exceptionnels réels E8,E7,E6.

Ed+1(Z) := 〈SO(d, d;Z), SL(2,Z)〉. (4.16)

Les dualités T et S sont réunies dans le groupe Ed+1(Z) qui dé�nit la dualité U (pour
� dualité uni�ée �). On peut alors étudier les groupes ainsi obtenus, mais leur calcul reste
non-trivial, nous admettrons donc les résultats présentés ci-après. Le tableau 1 présente les
groupes de Lie réels E11−D)(R), le sous-groupe compact maximal de E11−D(R) noté K11−D et
la restriction de E11−D(R) aux entiers relatifs E11−D(Z), caractérisant �nalement le groupe
Ed+1(Z) de symétrie de la théorie. (11).

D E11−D(R) E11−D(Z) K11−D
10A R+ 1 1
10B SL(2,R) SL(2,Z) SO(2)
9 SL(2,R)× R+ SL(2,Z) SO(2)
8 SL(3,R)× SL(2,R) SL(3,Z)× SL(2,Z) SO(3)× SO(2)
7 SL(5,R) SL(5,Z) SO(5)
6 SO(5, 5,R) SO(5, 5,Z) SO(5)× SO(5)
5 E6(R) E6(Z) USp(8)
4 E7(R) E7(Z) SU(8)/Z2

3 E8(R) E8(Z) Spin(16)/Z2

Table 1 � Tableau des groupes E11−D(R), de leur restriction aux entiers relatifs E11−D(Z)
caractérisant E11−D(Z) et du sous-groupe compact maximalK11−D de E11−D(Z) selon les valeurs
de D.

(11). Pour D = 10, les théories de type IIA et IIB ne sont pas équivalentes. Elles n'ont pas le même spectre et
des groupes de symétries di�érents. Voir [4] pour plus de détails. (N.d.R)
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Dans le tableau 1, on passe d'une ligne à la suivante en compacti�ant une dimension sup-
plémentaire. Le nombre de paramètres scalaires nécessaire pour décrire le vide de la théorie
est donné par le rang du groupe quotient ED/KD. Le vide est donc paramétré par le champ
~ϕ ∈MD = ED/KD. Au fur et à mesure que le nombre de dimensions compacti�ées augmente,
le nombre de paramètres de ~ϕ, c'est-à-dire le nombre de charges, augmente. Par exemple pour
D = 6, les con�gurations du vide de la théorie des cordes sur l'espace-temps R1,3 × T6 est
paramétrée par 70 scalaires qui sont les coordonnées de l'espace quotient E7(R)/(SU(8)/Z2).
Parmi ces 70 charges, 56 correspondent à des charges électromagnétiques quanti�ées de solutions
de trou noir. Ces charges sont dans une représentation linéaire �dèle du groupe symplectique
Sp(56). Si l'on impose que notre théorie doive préserver ce groupe de symétrie, on obtient le
groupe discret E7(Z) = E7(R) ∩ Sp(56,Z) qui se trouve être un groupe de Chevalley. De ma-
nière plus générale, pour les groupes Ed+1(Z) avec d 6 6 il existe une dé�nition équivalente
comme Ed+1(Z) = Ed+1(R) ∩ GL(dimR,Z) où R est une représentation �dèle. Ainsi, par des
considérations physiques, nous retrouvons les groupes de Chevalley que nous avions dé�nis
mathématiquement plus tôt. Bien sûr, nous n'avons ici rien démontré, mais cela fait partie
des miracles de la théorie des cordes : une notion mathématique déjà existante se trouve être
exactement l'objet apparaissant en théorie des cordes. C'est ce qui fait partie de la beauté de la
théorie des cordes : certaines constructions mathématiques sophistiquées et abstraites trouvent
grâce à la théorie des cordes une réalisation naturelle.

4.4 Groupes de dualité et géométrie

Nous avons commencé notre raisonnement avec des groupes dont l'interprétation géomé-
trique en termes de symétries est évidente, comme SO(d, d) ou SL(2,R). Pour les groupes
exceptionnels E6, E7, E8, leur interprétation géométrique est moins évidente. Supposons que
nous nous placions dans l'espace R1,3×T5×S1(r10−D), un espace à six dimensions compacti�ées
dont on a distingué l'une d'elles, de rayon r10−D. Alors, lorsque r10−D → +∞, la dimension se
décompacti�e et redevient une dimension euclidienne. On a donc :

R1,3 × T5 × S1(r10−D) −→
r10−D→∞

R1,4 × T5. (4.17)

Dans cette limite, on perd une dimension compacte. En regardant la table 1, on peut voir que
le groupe de symétrie de la théorie passe alors de E7(7)(Z) au groupe E6(6)(Z). Ce résultat peut
s'interpréter grâce au diagramme de Dynkin. Notre groupe E7(7)(Z) a un grand nombre de
paramètres. En prenant un de ces paramètres tendant vers l'in�ni, on se place dans un domaine
du groupe qui a E6(6)(Z) comme sous-groupe. De manière plus formelle, la dé�nition que l'on
trouve dans la littérature mathématique est que le groupe de dualité Ed+1 est plongé dans le
sous-groupe parabolique maximal Pαd+1

= Lαd+1
U avec facteur de Levi Lαd+1

= GL(1) · Ed
du groupe de dualité Ed+1 où U est un facteur unipotent et Pαd+1

est le sous-groupe compact
maximal associé à une racine.

Cette dé�nition permet d'interpréter l'opération de décompacti�cation en termes de dia-
grammes de Dynkin. Le diagramme de Dynkin de E7 est obtenu à partir de celui de E8 en
éliminant la dernière racine. En éliminant les deux dernières racines, on obtient celui de E6.
Ce résultat est illustré sur la �gure 5. En fait, toute l'information sur la géométrie des dimen-
sions supplémentaires de l'espace-temps est encodée dans le réseau des racines. La donnée du
réseau des racines, issue de la théorie des groupes, est équivalente à des données géométriques
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Ed(d)

Figure 5 � Le diagramme de Dynkin de Ed(d) est obtenu à partir de celui de Ed+1(d+1) en
supprimant la dernière racine pour d > 6.

en termes de rayons de cercle et d'angles. Il existe tout un dictionnaire permettant de passer
de l'un à l'autre.

Au lieu d'éliminer la dernière racine, on peut chercher à éliminer la première par une
construction similaire. Cette opération est représentée sur la �gure 6 dans le cas du groupe E7.
Cette opération traduit la T -dualité de la théorie. Mathématiquement, la symétrie de dualité
T de la théorie des cordes libre SO(d, d) est obtenue en considérant le sous-groupe parabolique
maximal Pα1 = Lα1Uα1 de Ed+1 où le facteur de Levi est GL(1) ·SO(d, d). Le paramètre GL(1)
noté r est alors relié à la constante de couplage des cordes r2 = 1/g2

D.

SO(d, d)

Figure 6 � Interprétation de la T-dualité en termes de diagrammes de Dynkin

Ainsi, les groupes de dualité Ed+1 contiennent toute l'information sur les symétries que nous
avons décrites auparavant.

Deuxième partie

5 Formes automorphes et séries d'Eisenstein en théorie des

cordes

Maintenant, nous allons nous intéresser aux calculs d'interactions entre particules interve-
nant en théorie des cordes. Pour ce faire, on associe une fonction à valeurs complexe à la somme
des processus décrits par les cordes �uctuantes. Cette fonction est une fonction des paramètres
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de la théorie des cordes. Considérons par exemple la di�usion de deux gravitons en théorie des
cordes. La fonction associée à ce processus a la forme suivante :

TD(~ϕ, σ2,3) =
E (D)

(0,−1)(~ϕ)

σ3

+
∑
p,q>0

E (D)
(p,q)(~ϕ)σp2σ

q
3, (5.1)

où
σ2,σ3 sont des invariants cinématiques,
~ϕ est l'ensemble des paramètres dé�nissant le vide de la théorie,
E (D)

(0,−1)(~ϕ) = 1 pour reproduire la théorie d'Einstein de la di�usion de gravitons à l'ordre
dominant.

Les con�gurations du vides étant données par l'espace quotient du groupe réel Ed(R) par son
sous-groupe compact maximal Kd, on peut considérer les fonctions E (D)

(p,q) comme des fonctions
de Ed(R) dans C. La quanti�cation des charges implique que la théorie est invariante sous
l'action du sous-groupe discret Ed+1(Z) :

E (D)
(p,q)(γ · ~ϕ) = E (D)

(p,q)(~ϕ); γ ∈ Ed+1(Z). (5.2)

L'équation (5.2) exprime que E (D)
(p,q) est une forme automorphe pour le groupe Ed+1(Z).

Autrement dit, ce sont des fonctions d'un groupe topologique G dans C invariante sous l'action
d'un sous-groupe discret Γ ⊂ G. En réalité, la dé�nition mathématique des formes automorphes
est plus sophistiquée, mais celle-ci est su�sante dans le cadre de ce texte.

En utilisant d'autres contraintes issues de la supersymétrie de la théorie des cordes, on
peut montrer que ces fonctions satisfont d'autres équations di�érentielles. Par exemple pour les
premières valeurs positives de p, q on a :

(
∆− 3(11−D)(D − 8)

D − 2

)
E (D)

(0,0)(~ϕ) = 6πδD−8,0, (5.3)(
∆− 5(12−D)(D − 7)

D − 2

)
E (D)

(1,0)(~ϕ) = 40ζ(2)δD−7,0 + 7E (6)
(0,0)δD−6,0, (5.4)(

∆− 6(14−D)(D − 6)

D − 2

)
E (D)

(0,1)(~ϕ) = −(E (D)
(0,0)(~ϕ))2 − 40ζ(3)δD−6,0

− 55

3
E (5)

(0,0)δD−5,0 −
85

2π
E (4)

(1,0)δD−4,0. (5.5)

En règle générale, les deux premières équations (5.3) et (5.4) sont homogènes sauf en des
dimensions particulières, tandis que l'équation (5.5) est inhomogène. Ces équations sont inté-
ressantes car les facteurs numériques de leur membre de gauche sont les valeurs propres qui sont
dictées par les symétries de la théorie. De plus elles ont une interprétation physique simple :
les cas où la valeur propre s'annule correspondent au cas où la limite de théorie des champs
de la théorie des cordes est divergente. Pour D 6 10, les valeurs propres s'annulent pour les
dimensions critiques Dc données par l'équation suivante :

Dc =

{
8 pour L = 0

4 + 6/L pour 2 6 L 6 3
. (5.6)
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Ces divergences sont celles d'une théorie connue appelée supergravité maximale, qui est l'ap-
proximation de basse énergie de la théorie supersymétrique des cordes. Le calcul de théorie des
champs [14] fait intervenir de nombreuses intégrales de Feynman multidimensionnelles. Nous
avons remarqué que les trois graphes de Feynman (a), (b) et (c) de la première ligne de la
�gure 1 sont obtenus par une limite de l'unique diagramme de théorie de corde donnée par une
sphère avec quatre points marqués. Ici nous pouvons analyser les divergences de la théorie de
supergravité simplement en analysant les symétries de la théorie des cordes et sans avoir fait
de calcul de théorie des champs.

Lorsque je me place dans une des deux limites décrites précédemment, par exemple la
limite où le rayon du cercle est grand correspondant à la limite de décompacti�cation, on a un
paramètre r tendant vers l'in�ni. On peut donc développer une forme automorphe φG pour le
groupe G par rapport à r selon ses racines et des termes négligeables devant r :

φG =
∑
i

rαi φG
′

i (g) +O(e−r) r →∞, (5.7)

où φG
′

i (g) est une forme automorphe pour G′ du facteur de Levi. Avec la donnée des équations
di�érentielles (5.3), (5.4), (5.5) et en regardant les di�érentes limites présentées auparavant, on
peut calculer les conditions aux bords nous permettant de résoudre ces équations. En faisant
le calcul dans la limite de couplage faible gs → 0 on obtient :

E (D)
(0,0)(~ϕ) = g

−2 8−D
D−2

s

(
2ζ(3)

g2
s

+ I1−boucles

)
+O(e−

1
gs ), (5.8)

E (D)
(1,0)(~ϕ) = g

−4 7−D
D−2
−2

s

(
ζ(5)

g2
s

+ I1−boucles + g2
sI2−boucles

)
+O(e−

1
gs ), (5.9)

E (D)
(0,1)(~ϕ) = g

−6 6−D
D−2
−4

s

(
2ζ(3)2

3g2
s

+ I1−boucles + g2
s I2−boucles + g4

sI3−boucles

)
+O(e−

1
gs ), (5.10)

L'équation (5.8) nous donne le comportement de E (D)
(0,0)(~ϕ) lorsque gs tend vers zéro. Le

premier coe�cient de la théorie des cordes est simplement un nombre, le deuxième est une forme
automorphe du groupe SO(10−D, 10−D,R), et tout le reste des coe�cients est nul. De la même
manière, dans les équations (5.9) et (5.10) on obtient respectivement trois et quatre termes qui
sont soit des constantes, soit des formes automorphes Ig−boucles de SO(10 − D, 10 − D,R).
Les contributions Ig−boucles peuvent être obtenues par intégration sur la surface Σg. Mais la
détermination des formes automorphes E (D)

(p,q) permet de s'a�ranchir de ce calcul. Supposons que

l'on travaille avec D = 4 et donc le groupe de symétrie E7. À priori, ce développement aurait
pu avoir autant de termes que l'ordre du groupe de Weyl. Pour E7 le cardinal de son groupe
de Weyl est |W (E7)| = 2903040 (et pour E8 on a |W (E8)| = 696729600). La théorie des cordes
donne donc des contraintes énormes puisque quasiment tous ces coe�cients sont nuls.

On obtient un résultat similaire dans la limite de décompacti�cation rd → +∞ où rd est le
rayon adimensionné :
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E (D)
(0,0)(~ϕ) = rdE (D+1)

(0,0) (~ϕ) + r8−D
d ζ(8−D) +O(e−rd), (5.11)

E (D)
(1,0)(~ϕ) = rdE (D+1)

(1,0) (~ϕ) + r6−D
d E (D+1)

(0,0) (~ϕ) + r12−D
d ζ(12−D) +O(e−rd), (5.12)

E (D)
(0,1)(~ϕ) = rdE (D+1)

(0,1) + r8−D
d E (D+1)

(0,0) (~ϕ) + r4−D
d E (D+1)

(1,0) (~ϕ) + r14−D
d ζ(14−D) +O(e−rd). (5.13)

Ces équations �dont nous avons simpli�és les coe�cients numériques� montrent comment
les interactions en dimensions D + 1 sont obtenues par une limite une de celles en dimensions
D. Ainsi la connaissance des couplages de la théorie dans un espace de tridimensionnel avec le
groupe de dualité E8(8) contient toutes les informations sur la théorie en dimension supérieure.
Tous les e�ets de la géométrie de l'espace-temps sur les théorie des cordes sont donc obtenus
par l'action des groupes de dualité.

Pour un mathématicien spécialiste des représentations automorphes, ce résultat est quasi-
ment miraculeux. Il se trouve que ces formes automorphes particulières sont connues en mathé-
matiques : ce sont les séries d'Eisenstein. Ces séries ont notamment été étudiées par Langlands
dans ses travaux. Grâce à cela, on a pu montrer que les amplitudes quantiques de théorie des
cordes sont données par des séries d'Eisenstein spéciales.

Ed+1(Z) E (D)
(0,0) E (D)

(1,0)

E8(8)(Z) 2ζ(3)EE8

[1 07]; 3
2

ζ(5)EE8

[1 07]; 5
2

E7(7)(Z) 2ζ(3)EE7

[1 06]; 3
2

ζ(5)EE7

[1 06]; 5
2

E6(6)(Z) 2ζ(3)EE6

[1 05]; 3
2

ζ(5)EE6

[1 05]; 5
2

SO(5, 5,Z) 2ζ(3)E
SO(5,5)

[10000]; 3
2

ζ(5) Ê
SO(5,5)

[10000]; 5
2

+
8ζ(6)
45

Ê
SO(5,5)
[00001];3

SL(5,Z) 2ζ(3)E
SL(5)

[1000]; 3
2

ζ(5) Ê
SL(5)

[1000]; 5
2

+
6ζ(5)

π3 Ê
SL(5)

[0010]; 5
2

SL(3,Z)× SL(2,Z) 2ζ(3)Ê
SL(3)

[10]; 3
2

+ 2Ê1(U) ζ(5)E
SL(3)

[10]; 5
2

− 8ζ(4)
SL(3)

[10];− 1
2

E2(U)

SL(2,Z)× R+ 2ζ(3)E 3
2
(Ω)ν

− 3
7

1 + 4ζ(2)ν
4
7
1

ζ(5)E 5
2

ν

5
7
1

+
4ζ(2)ζ(3)

15
ν

9
7
1 E 3

2
+

4ζ(2)ζ(3)

15ν

12
7

1

SL(2,Z) 2ζ(3)E 3
2
(Ω) ζ(5)E 5

2
(Ω)

Table 2 � Expression des formes automorphes E (D)
(0,0)(~ϕ) et E (D)

(1,0)(~ϕ) en termes de séries d'Ei-
senstein selon le groupe de symétrie de la théorie Ed+1(Z)

Les expressions de E (D)
(0,0)(~ϕ) et E (D)

(1,0)(~ϕ) en fonction du groupe de symétrie de la théorie
sont représentées dans le tableau 2. Les séries d'Eisenstein sont des fonctions attachées à des
n÷uds de diagramme de Dynkin : la notation EE8

[1 07]; 3
2

signi�e que cette fonction est attachée à

la première racine, on lui assigne donc la valeur 1, et à aucune des suivantes qui ont donc toutes
la valeur 0. On remarque une certaine régularité puisque la séquence de 0 diminue lorsque le
nombre de dimensions compacti�ées augmente. L'indice 3

2
ne change pas avec la dimension,

mais augmente de 1 lorsque l'on regarde les expressions de E (D)
(1,0)(~ϕ). Ces résultats font partie
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des miracles de la théorie des cordes. Il est possible de résoudre les équations (5.3) et (5.4)
uniquement parce que nous avons autant de coe�cients nuls dans certaines limites de la théorie
des cordes.

6 Le cas des formes modulaires : la théorie des cordes de

type IIB sur R1,9

Maintenant, nous allons nous intéresser à la théorie des cordes de type IIB dé�nie sur R1,9.
L'espace des con�gurations du vides est donc obtenu comme le quotient du groupe réel par son
sous-groupe compact maximal. Dans notre cas, le groupe est SL(2,R) agissant sur le demi-plan
hyperbolique H par homographie :

γ · z =
az + b

cz + d
γ =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R) (6.1)

Son sous-groupe compact maximal est SO(2) ∼= SL(2,R)i. Donc l'espace quotient SL(2,R)/SO(2)
est donné par l'orbite de i sous l'action de SL(2,R), c'est à dire le demi-plan hyperbolique H.
Les con�gurations du vides sont donc paramétrées par un champ scalaire Ω = Ω1 + iΩ2 ∈ H. Le
groupe de dualité de la théorie est Γ = SL(2,Z), donc les fonctions E (10)

(p,q) sont des fonctions de
H dans C invariantes sous l'action de SL(2,Z), ce qui est la dé�nition des formes modulaires.
Là encore, la véritable dé�nition mathématique des formes modulaires est plus élaborée, mais
celle-ci sera su�sante dans le cadre de ce texte.

E (10)
(p,q)

(
aΩ + b

cΩ + d

)
= E (10)

(p,q)(Ω). (6.2)

En particulier, ces fonctions sont périodiques de période 1 : E (10)
(p,q)(Ω + 1) = E (10)

(p,q)(Ω). On peut
donc s'intéresser à leur développement de Fourier :

E (10)
(p,q)(Ω) =

∑
n∈Z

f
(10)
(p,q),n(Ω2) e2iπnΩ1 . (6.3)

Dans l'équation (6.3), on peut voir que les coe�cients f (10)
(p,q),n(Ω2) du développement de Fourier

sont des fonctions de la constante de couplage de la théorie Im(Ω) = Ω2 = 1/gs. Dans la limite
de couplage fort, on doit retrouver les amplitudes issues de la série perturbative correspondant
au développement de l'action en genre (2.5). En calculant le terme constant du développement
de Fourier, on obtient :

f
(10)
(0,0),0(Ω2) =

∫ 1

0

E (10)
(0,0)(Ω)dΩ1 = Ω

− 1
2

2

(
2ζ(3)Ω2

2 + 4ζ(2)
)
, (6.4)

f
(10)
(1,0),0(Ω2) =

∫ 1

0

E (10)
(1,0)(Ω)dΩ1 = Ω

1
2
2

(
ζ(5)Ω2

2 + 0 +
8ζ(4)

3
Ω−2

2

)
, (6.5)

f
(10)
(0,1),0(Ω2) =

∫ 1

0

E (10)
(0,1)(Ω)dΩ1 = Ω2

(
2ζ(3)2

3
Ω2

2 +
4ζ(2)ζ(3)

3
+

4ζ(4)

Ω2
2

+
4ζ(6)

26Ω4
2

)
+O(e−Ω2).

(6.6)

Les résultats obtenus dans les équations (6.4) (6.5) et (6.6) sont respectivement similaires
aux équations (5.8), (5.9) et (5.10) obtenues dans la partie précédente grâce à la T -dualité :
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on trouve le même nombre de termes dans chaque expression et les mêmes facteurs numériques
s'expriment en fonction de la fonction zêta de Riemann. De nombreux calculs de théorie des
cordes s'expriment en termes de valeurs spéciales des fonctions zêtas. Les résultats obtenus
pointaient vers une simplicité mathématique alors inconnue. Il s'avère que tous les coe�cients
sont des valeurs zêta multiples univaluées introduites par Francis Brown récemment [15]. On a
encore une convergence fortuite miraculeuse entre des notions de physique et de mathématique.

Ces formes modulaires véri�ent chacune une équation di�érentielle. Les trois équations (5.3),
(5.4), (5.5) deviennent dans ce cas :

(∆− 3

4
) E (10)

(0,0)(Ω) = 0, (6.7)

(∆− 15

4
) E (10)

(1,0)(Ω) = 0, (6.8)

(∆− 12)E (10)
(0,1)(Ω) = −(E (10)

(0,0)(Ω))2, (6.9)

où ∆ = Ω2
2(∂2

Ω1
+ ∂2

Ω2
) est le laplacien hyperbolique.

Les conditions aux limites Ω2 → +∞ impliquent que les deux premiers couplages solutions
des équations (6.7) et (6.8) sont donnés par :

E (10)
(0,0))(Ω) = 2ζ(3)E 3

2
(Ω), (6.10)

E (10)
(1,0)(Ω) = ζ(5)E 5

2
(Ω), (6.11)

où Es(Ω) est une série d'Eisenstein, c'est-à-dire :

Es(Ω) = ζ(2s)
∑

γ∈Γ∞\SL(2,Z)

(Im(γ · Ω))s =
∑

(m,n) 6=(0,0)

Ωs
2

|mΩ + n|2s

= 2ζ(2s)Ωs
2 + 2

√
π

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)
ζ(2s− 1)Ω1−s

2

+
2πs

Γ(s)

√
Ω2

∑
n6=0

|n|s−
1
2

∑
d||n|

d1−2sKs− 1
2
(2π|n|Ω2)e2iπnΩ1 (6.12)

où Γ∞ =

{
±
(

1 n
0 1

)
, n ∈ Z

}
.

La série d'Eisenstein peut être vue comme la somme des parties imaginaires des images de
l'action de SL(2,Z) mises à la puissance s. Cet objet a un développement de Fourier possédant
deux termes constants, et dont les coe�cients de Fourier sont non triviaux et donnés par des
fonctions de Bessel.

Contrairement aux deux autres, l'équation non homogène (6.9) n'est pas résoluble simple-
ment sous la forme d'une série d'Eisenstein. La solution de cette équation est

E (10)
(0,1)(Ω) =

2ζ(3)2

3
E 3

2
(Ω) +

∑
γ∈Γ∞\SL(2,Z)

Φ(γ · Ω), (6.13)

avec
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Φ(x+ iy) = 4ζ(3)h

(
x

y

)∫
R

(∑
n∈Z

σ−2(|n|)e2iπn(x+u)

)
du, (6.14)

où h(x) est l'unique fonction paire réelle in�niment di�érentiable avec limx→±∞ |x|3h(x) =
1/6 satisfaisant (

d

dx
(1 + x2)

d

dx
− 12

)
h(x) = − 1

(1 + x2)
3
2

. (6.15)

La forme E (10)
(0,1)(Ω) est la somme d'une série d'Eisenstein et d'un objet plus compliqué que

l'on peut écrire comme un produit de convolution. L'analyse des corrections quantiques induites
par la théorie des cordes mène à de nouvelles formes modulaires alors inconnues.

7 Conclusion

Une fois que l'on connaît les solutions de ces équations, la structure mathématique et donc
les prédictions de la théorie sont complètement déterminées. Ces solutions incluent les termes
correctifs que doit fournir la théorie des cordes. Maintenant, on peut se demander quelle est
l'interprétation physique de cette théorie. Les modes de Fourier de ces solutions donnent des
informations sur des con�gurations particulières qui sont des trous noirs microscopiques. Les
propriétés des modes de Fourier ont à voir avec les propriétés de ces trous noirs microscopiques
sélectionnés par la théorie des cordes. On espère pouvoir comprendre des aspects non triviaux
de la physique des trous noirs ou de la gravité quantique par une compréhension détaillée des
propriétés mathématiques des modes de Fourier de ces fonctions. Les objets décrits ici n'ont pas
de lien direct avec les grandeurs physiques observables aujourd'hui. Néanmoins, on a atteint
un point où la convergence de faits mathématiques�représentation automorphes, théorie des
nombres, etc.�avec la théorie des cordes semble indiquer que cette dernière est un cadre naturel
pour pouvoir calculer les quantités physiques pertinentes pour une théorie de gravité quantique.
Plus important encore, la théorie des représentations automorphes permet de mener à bien des
calculs de la théorie des cordes, ce qui ouvre la porte à d'éventuels tests de la théorie des cordes
en exhibant certaines de ses propriétés de gravité quantique.
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