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14. Théorèmes de non renormalisation 29
• Pour la corde de type IIA 30
• Pour la corde de type IIB 31
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Avant-propos

Commentators on the whole agree on praising the logical and
uncompromising clarity of his arguments and

go on to differ fundamentally about what he meant.
D.H. Pennington commenting the work of Thomas Hobbes.

Nous décrivons dans ce texte les recherches accomplies depuis la fin de ma thèse de doc-
torat soutenue le 18 avril 1998 à l’Ecole Polytechnique.

Ma thèse de doʃorat a eu lieu pendant la période très aʃive qui a suivi la découverte des
dualités et des D-branes. De ces développements sont sorties deux descriptions du régime non
perturbatif de la théorie des cordes : la théorie M, et les modèles de matrices. Certains de mes
travaux de recherche portent sur l’analyse du régime non perturbatif de la théorie des cordes,
d’autres sur des sujets récents inspirés de la cosmologie comme les modèles de modification
de la gravité aux échelles cosmologiques ou plus formels comme la formulation de la théorie
des cordes et de la théorie M en termes de spineurs purs.

Le premier chapitre contient une introduʃion générale et une revue de mes travaux de
recherche. Le reste de ce texte décrit un ensemble de théorèmes de non-renormalisation pour
l’aʃion effeʃive de la théorie des cordes et leur implication sur le comportement ultra-violet
de la théorie de supergravité N = 8. Les appendices contiennent une liste de publications et
un CV.

Je tiens à remercier mes collaborateurs et collègues qui au cours des années m’ont aidé à
mieux comprendre ce qu’est la théorie des cordes (tout au moins jusqu’à l’ordre d’une boucle
et quatre états externes de masse nulle) et essayer de formaliser la théorie M. Mes remer-
ciements vont en particulier à Costas Bachas, Ignatios Antoniadis, Michael B. Green, Kasper
Peeters, Ruben Minasian et Stefan Theisen. Une mention spéciale va à Ruben Minasian pour
sa patience et sa disponibilité à écouter des raisonnements souvent confus. Une admiration
particulière va à Shannon Wheeler pour sa vision fascinante de la société à travers un filtre à
café.

Too Much Coffee Man

i



Chapitre I
Survol de mes travaux de recherche

Dans ce chapitre je passe en revue mes travaux de recherche accomplis depuis la fin de
ma thèse de doʃorat. Le reste du manuscrit est consacré à l’énoncé de théorèmes de non-
renormalisation et leurs implications sur le comportement ultra-violet de la théorie de super-
gravité N = 8.

1. Les dualités

De la découverte des relations de dualité entre les différentes théories des supercordes
a surgi l’idée que les cinq théories de corde supersymétriques ne sont que des manifestations
particulières de l’espace des configurations d’une théorie plus fondamentale appelée la Théorie

M [1]. Malheureusement les degrés de liberté fondamentaux de cette théorie ne sont pas con-
nus (le rôle de la membrane comme objet fondamental n’a toujours pas été clarifié. Dans la
suite nous expliquerons comment nous contournons cette difficulté.) La théorie M peut être
définie de plusieurs manières par des descriptions effeʃives. Toutes ces descriptions sont con-
jeʃurées équivalentes. Nous les passons en revue brièvement, et j’aurai l’occasion de revenir
sur certains aspeʃs en commentant mes travaux.

Les cinq formulations traditionnelles de la théorie des cordes (les cordes fermées de type
IIA et de type IIB, les cordes hétérotiques avec les groupe de jauge E8 × E8 et SO(32) et
la corde ouverte de type I avec le groupe de jauge SO(32)) sont vues comme des descriptions
partielles de la théorie M. Le régime perturbatif des théories de cordes est organisé en une série
en puissances en la constante de couplage gs. Au delà de la série perturbative existent des effets
non perturbatifs, mettant en jeu des états de tension TRR ∼ 1/(gs l1+ps ) ou TNS ∼ 1/(g2

s l
6
s).

Les états de tension TRR sont des défauts topologiques connus sous le nom de D-brane. Ces
objets doivent s’enrouler sur des cycles non triviaux de l’espace-temps pour être stabilisés. Par
exemple, une D0-brane enroulée sur un cercle de rayon R contribuera à une masse effeʃive
de TD0 = R/(gs ls). Nous remarquons que la valeur de la masse est contrôlée par la valeur du
rapport du rayon R et de la constante de couplage gs. C’est ainsi que les D-branes mélangent
les notions de dimensions spatiales R, avec la constante de couplage des cordes gs. Ceci a de
très importantes implications en phénoménologie des cordes.

Dans les unités de longueur des cordes fondamentales ls, la constante de couplage des
cordes est vue comme une onzième dimension [1] spatiale

R11 = gsls

1



2 Structure de la théorie M [Ch. I

et les D0-branes sont vues comme des modes d’excitation de Kaluza--Kleinn/R11 autour d’un
cercle de rayonR11 de la métrique à onze dimensions. Tout ceci se résume par la conjeʃure que
le régime de couplage fort gs → ∞ des théories des cordes supersymétriques est une théorie
en dimension onze, dont la limite classique de basse énergie est la supergravité construite par
Cremmer, Julia et Scherk [2].

Dans mes travaux je m’attache à préciser cette conjeʃure. En collaboration avec Michael
Green nous avons pu établir des règles de calculs perturbatifs en boucles en théorie M.

En considérant à nouveau l’exemple de la D0-brane, un autre point de vue de la Théorie
M peut-être développé, à savoir le modèle de matrices (voir plus bas). Ce modèle est considéré
par certains comme une définition (non-perturbative) de la théorie M. Un aspeʃ intéressant
est que cette description coïncide avec l’hamiltonien de la membrane dans la jauge de cône
lumière [3]. Ceci semble indiquer que la membrane est l’objet fondamental en dimension onze,
tout comme les cordes sont les objets fondamentaux en dimension dix. Cette hypothèse n’a
toujours pas pu être vérifiée et nous aurons l’occasion de revenir sur cet aspeʃ de la théorie
M dans la suite.

Finalement, quelle que soit la définition fondamentale de la théorie M, celle-ci devra être
compatible avec les symétries de U-dualités qui organisent les charges et les masses des degrés
de liberté (perturbatifs et non-perturbatifs) de la théorie des cordes. Ce sera le principe qui
guidera notre analyse.

2. Structure de la théorie M

Nous avons vu que la théorie M est naturellement définie en dimension onze, et que sa
limite classique de basse énergie est la théorie de supergravité construite dans [2]. Considérant
cette théorie de supergravité comme les termes cinétiques d’une théorie effeʃive, les effets
quantiques de la théorie M induiront des correʃions d’ordre supérieur en dérivées organisées
en une série de puissances de la longueur de Planck en dimension onze lP . Ces effets sont des
correʃions quantiques liées à la dynamique de la membrane et son dual magnétique la 5-brane.
Malheureusement nous ne disposons pas de formalisme pour quantifier ces objets mais des
informations non triviales à ce sujet peuvent être déduites de la connaissance des correʃions
à l’aʃion effeʃive de supergravité.

Les travaux [4,5,6,7,8] portent donc sur la construʃion de ces correʃions d’ordre supérieur
en dérivées et sur l’analyse des propriétés de l’aʃion effeʃive pour la théorie M.
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• Actions effectives

Dans ces publications en combinant différentes méthodes de la théorie des cordes : calcul
d’éléments de matrice S (amplitudes), invariance sous les dualités U, etc ; nous avons construit
les termes enR4 (puissance quatrième du tenseur de Riemann) etD4R4 qui sont les premières
correʃions quantiques à l’aʃion de la supergravité de Cremmer-Julia-Scherk.

Avec Michael Green, dans [9], nous avons établi un formalisme pour calculer et régulariser
des diagrammes de Feynman en boucles.

Dans l’aʃion effeʃive de la théorie des cordes fermées de type II en dimension dix, existe
une classe très importante de couplages protégés par la supersymétrie. Ces couplages ont la
propriété de ne recevoir qu’un nombre fini de correʃions en boucles et des contributions
non perturbatives. Ces couplages sont protégés des correʃions radiatives par les symétries
de la théorie et satisfont des théorèmes de non-renormalisation. Dans le cadre d’une théorie
où la supersymétrie est réalisée sur la couche de masse (et dans le cadre d’une théorie où il
n’existe pas de formalisme off-shell avec un nombre fini de champs auxiliaires) nous énoncerons
l’extension de théorèmes de non-renormalisation à une classe plus importante (en fait infinie)
de couplage protégés. Nous reviendrons sur ce point plus loin dans ce texte.

Nous avons montré avec Michael Green que les termes en R4 [10] ne reçoivent pas de
correʃions perturbatives au-delà d’une boucle [7,11], les couplages en D4R4 ne reçoivent pas
de correʃions perturbatives au delà de deux boucles [8] et les couplages enD6R4 ne reçoivent
pas de correʃions perturbatives au au delà de trois boucles [12]. Ces résultats ont été confirmés
indépendamment par les calculs à deux boucles de D’Hoker et Phong dans [13] et les calculs
de Berkovits [14,15]. Récemment nous avons donné des arguments pour l’extension de tels
théorèmes à tous les ordres en dérivées [16,17]. De tels théorèmes impliquent que la théorie de
supergravité N = 8 a un comportement ultra-violet nettement meilleur que celui déduit des
méthodes de superespace.

Dans la seʃion 14 nous préciserons le domaine de validité de ce théorème et nous don-
nerons dans les seʃions suivantes du chapitre IV des exemples précis. Nous discuterons les
conditions sous lesquelles ces théorèmes impliquent que la théorie des champs de supergravité
N = 8 en dimension quatre est finie dans l’UV.

• Invariants supersymétriques en R4.

La question de la renormalisabilité des théories de supergravité passe par la construʃion
de possibles contre-termes. Ces objets sont des invariants de supersymétrie de dimension plus
élevée. Un certain nombre des objets ont été construits dans un formalisme off-shell mais ici
nous sommes intéressés au cas sur la couche de masse. Il est aussi attendu que les correʃions
par des opérateurs de dimension plus élevée à l’aʃion effeʃive de supergravité de la théorie des
cordes compaʃifiée auront des implications sur la stabilisation des modules (le volume, . . . ).
Nous avons donc entrepris avec Kasper Peeters et Anders Westerberg une construʃion de tels
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invariants de supergravité dans le formalisme en composantes dans [4,5,6]. Nous avons utilisé
la méthode de Noether pour construire des invariants de supersymétrie d’ordre supérieur en
dérivées pour l’aʃion effeʃive gravitationnelle de la théorie des supercordes et de la théorie
M. Nous avons pu ainsi construire une classe des termes en R4, ainsi que les déformations as-
sociées de l’algèbre de supersymétrie. Nous avons calculé comment ces correʃions affeʃent la
géométrie du super-espace en dimension onze (en particulier la composante de dimension zéro
de la supertorsion). Ces résultats ont été confirmés plus tard par les méthodes de cohomologie
spinorielle [18,19,20].1

• Formalisme des spineurs purs

Les calculs  en boucles faits  en théorie M ont été réalisés en utilisant les propriétés
d’unitarité de la matrice S dans la jauge de lumière SO(9). Une approche prometteuse pour justi-
fier les théorèmes de non-renormalisation mentionnés plus haut et énoncés dans le chapitre IV
est celle du formalisme des spineurs purs dû à Berkovits. C’est un nouveau formalisme de pre-
mière quantification de la théorie de perturbations pour les supercordes en dimension dix et
pour la supermembrane et la superparticule en dimension onze. Cette approche utilise des
variables auxiliaires λα (les fantômes) qui forment un spineur d’espace-temps contraint par
une équation quadratique λγmλ = 0. La théorie est définie par la quantification de la charge
BRST Q =

∫
λα dα obtenue par une combinaison linéaire des générateurs de supersymétrie.

Le caraʃère non-linéaire de la contrainte rend l’aʃion de la supersymétrie non-triviale et non-
conventionnelle.

Avec Pietro-Antonio Grassi et Lilia Anguelova, dans [21], nous avons quantifié la super-
particule en dimension onze de manière covariante. Ce formalisme est une approximation de
modes zéros pour la supermembrane, et la première proposition de théorie des champs quan-
tique covariante pour la quantification de la théorie M. Avec Pietro-Antonio Grassi, dans [22],
nous avons formulé une prescription pour calculer à tous les ordres en boucles (seul l’ordre à
une boucle avait été formulé dans [21]) et nous avons ainsi pu énoncer une définition quantique
pour la théorie M topologique. La théorie M topologique est obtenue par un choix judicieux
de conditions aux bords sur les coordonnées fermioniques. Nous montrons aussi que cette déf-
inition permet de retrouver les modèles topologiques de type A et B pour la théorie des cordes
introduits par E. Witten il y a dix ans.

3. Les modèles de matrices
Nous avons déjà présenté le cas de la D0-brane, et plus généralement, les Dp-branes sont

des objets non perturbatifs (de masse 1/gs avec gs la constante de couplage des cordes) décrits
par des défauts topologiques d’extension spatiale p dont les fluʃuations sont données par des
petites cordes ouvertes attachées par une ou deux de leurs extrémités [23]. La théorie effec-
tive sur la surface d’univers d’une Dp-brane est une théorie de jauge non-Abélienne super-
symétrique SYMp+1, réduʃion à p+ 1 dimension de la théorie de super-Yang-Mills N10 = 1.
Nous avons déjà présenté la conjeʃure identifiant le régime de couplage fort de la théorie des
cordes fermées de type II avec la théorie M en dimension onze, et le modèle de mécanique
quantique matricielle des D0-branes comme possible définition de la théorie M.

1 La cohomologie spinorielle est équivalente à la cohomologie des spineurs purs à impulsion nulle.
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• Les modèles de matrices supersymétriques

Les modèles de matrice SYMd ont une invariance de jauge2 héritée du modèle de Yang-
Mills initial ainsi que 16 supercharges. Ces modèles décrivent la dynamique d’un ensemble deN
Dp-brane parallèles au même point [24]. Nous mentionnons les modèles les plus intéressants.

La réduʃion à 0 dimension (tous les champs deviennent des matrices constantes) est
le modèle IKKT [25], la réduʃion à une dimension (dépendant seulement du temps) donne
le modèle de mécanique quantique BFSS [26], et finalement la réduʃion à deux dimensions
(d = 1 + 1) donne le modèle DVV [27] des cordes matricielles (les coordonnées des cordes
sont des matrices).

Dans le papier [28] avec I. Kostov, les fonʃions de partition de ces différents modèles sont
analysées. Partant de la fonʃion de partition pour les cordes matricielles de DVV, on montre
comment obtenir celles des modèles BFSS et IKKT en faisant tendre vers zéro les ``tailles’’
caraʃéristiques du modèle. Nous conjeʃurons que la fonʃion de partition du modèle DVV
peut-être calculée exaʃement en considérant la limite semi-classique (qui correspond au point
fixe infra-rouge du modèle). Cette conjeʃure est basée sur la correspondance entre les config-
urations du modèle de matrice au point fixe infra-rouge (gYM → 0) et celles des états pertur-
batifs de cordes intervenant dans les calculs d’effets perturbatifs et non-perturbatifs analysés
dans [29]. F. Sugino a prouvé cette conjeʃure, dans [30], en montrant que le modèle DVV
peut être réécrit comme un modèle topologique ce qui justifie l’exaʃitude de l’approximation
semi-classique.3

• La M2-brane et les U-dualités.

Avec F. Sugino, dans [32], nous avons dénombré les configurations de Membranes euclidi-
ennes instantoniques enroulées sur un trois tore à volume fixé. Ce calcul est le premier calcul
direʃ de ce faʃeur de comptage compatible avec les U-dualités (n’ayant pas de théorie fonda-
mentale de la membrane, il n’est pas possible de calculer cette dégénérescence direʃement.)
Nous avons pour cela étudié le modèle de matrices supersymétriques SYM3 à trois dimensions
nous avons montré que les auto-interaʃions de la membrane ne peuvent pas être ignorées4 ce
qui se traduit par le fait que pour le modèle SYM3 l’approximation semi-classique n’est pas
exaʃe.

2 Dans ce texte nous ne discutons que le cas du groupe de jauge U(N), mais les modèles de matrices avec des groupes SO(N) et
Sp(N) existent aussi.

3 Pour le modèle BFSS ceci a été montré dans [31].
4 C’est la raison pour laquelle l’approche de [33] ne donne pas un résultat correʃ. La procédure ad hoc utilisée dans ce papier

revient à négliger les auto-interaʃions de la membrane qui pourtant jouent un rôle capitale dans la dynamique de la membrane.
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4. Dualité entre cordes ouvertes et cordes fermées

La théorie des cordes contient des cordes ouvertes et fermées. Les cordes ouvertes don-
nent les théories de jauge, puisque chacune de leurs extrémités est chargée. Un diagramme à
une boucle de corde ouverte (un anneau) peut être réinterprété comme un diagramme en arbre
de corde fermée (le cylindre). Un fait remarquable est que le graviton est un état intermédiaire
pour cette théorie initialement ``purement” de jauge.

Sen a montré [34] qu’une configuration tachyonique instable (à partir d’une configuration
des D-branes et anti-D-branes) pour les cordes ouvertes évolue vers un vide non tachyonique
pour les cordes fermées ne contenant pas de degrés de liberté de cordes ouvertes. De nom-
breux tests de cette conjeʃure ont été faits dans le cadre de la théorie des champs de cordes.
Dans cette approche le potentiel induit par la tachyon est calculé, et l’énergie du minimum du
potentiel estimée [35,36,37].

Dans la publication [38], nous prenons un point de vue différent. Nous développons la
théorie des cordes ouvertes autour de la configuration classique d’un instanton SO(8). Toute
l’énergie de l’instanton va dans la configuration d’une D1-brane et nous mettons en évidence
des radiations décrites par des cordes hétérotiques (dans une configuration où la connexion de
spin est identifiée avec certaines composantes du champ de jauge), en accord avec le calcul de
K-théorie [39] de Witten dans [40].

5. Hypermultiplets de la supergravité N = 2 en dimension quatre

Dans le papier, [41], nous avons examiné les correʃions quantiques à la métrique des
hypermultiplets universels.5 Nous avons montré que la correʃion à une boucle est physique
et affeʃe la  géométrie quaternionique-kaehler du modèle sigma des hypermultiplets  uni-
versels (corrigeant le résultat de Strominger donné dans [42]), alors que les correʃions d’ordre
supérieur en boucles n’affeʃent pas la géométrie. Nous avons alors identifié la métrique cor-
rigée avec la métrique quaternionique-Kähler trouvée par Calderbank et Pedersen [43]. Un
fait remarquable est que cette métrique est complètement déterminée par une unique fonc-
tion (le prépotentiel), tout comme dans le cas de la métrique des multiplets veʃoriels. Ce fait
est généralisable au cas d’une métrique sans aucune symétrie [44].

Au delà des correʃions perturbatives à la géométrie des hypermultiplets universels exis-
tent des correʃions non perturbatives. Ces correʃions non perturbatives jouent un rôle non
trivial dans l’opération de symétrie miroir.

Dans le papier [45] nous avons analysé des amplitudes spéciales dans le seʃeur des hyper-
multiplets de la théorie de supergravitéN = 2, en utilisant le formalisme hybride de Berkovits.
Une extension de ces calculs au calcul du prépotentiel déterminant la métrique des hypermul-
tiplets est en cours.

5 C’est l’hypermultiplet de la supergravité N = 2 contenant le dilaton. Dans le langage des théorie conformes c = 9 N = 2, ce
multiplet correspond aux champs primaires chiraux reliés à l’identité par le flot speʃral.
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6. Modification de la gravité à grande distance.

Les récentes mesures des caraʃéristiques cosmologiques de notre univers, en particulier
le fait que notre univers est en expansion incite à chercher de nouveaux modèles pour décrire
la gravitation à des échelles cosmologiques.

Dvali, Gabadadze & Porrati (DGP) [46] ont proposé un modèle où le graviton à quatre
dimensions (qui régit la physique gravitationnelle aux échelles galaʃiques) est métastable et
peut s’évaporer dans un espace ambiant non compaʃ (le bulk). Les interaʃions gravitation-
nelles deviennent plus faibles à grandes échelles et les équations de Friedman d’évolution de
l’univers sont modifiées. Il est alors possible de trouver des solutions d’univers en expansion
sans avoir de constante cosmologique. Cette idée permet de dissocier le problème de la con-
stante cosmologique de celui de l’expansion de l’univers observée aujourd’hui. Cette approche
ne résout pas le problème de la constante cosmologique. C’est pourquoi il est important de
comprendre comment cette idée peut-être réalisée en théorie des cordes.

Avec Antoniadis et Minasian [47] nous avons montré comment réaliser ce modèle en
théorie des supercordes, en développant la théorie des cordes autour d’un espace de type
Calabi--Yau non compaʃ.6 Nous montrons que le modèle [46] peut être réalisé dans une
théorie supersymétrique N = 2, ce qui permet de contrôler les correʃions quantiques aux
paramètres physiques qui définissent le modèle. Notre construʃion garantit la validité du mod-
èle tout en lui donnant un cadre bien défini pour étudier les problèmes de couplages forts.

Dans cette construʃion la hiérarchie entre la masse de Planck du bulk et celle en di-
mension quatre (déterminant la constante gravitationnelle à quatre dimensions), ainsi que la
demande que l’échelle infra-rouge (l’échelle à laquelle la loi de Newton devient celle de l’espace
ambiant) soit de l’ordre de la taille de l’univers nécessitent l’introduʃion7 dans le speʃre des
cordes fermées d’un très grand nombre, de l’ordre de 1023, de particules supplémentaires de
masse nulle (les champs twistés). Dans le cas d’un orbifold (qui est un cas particulier singulier de
variété de type Calabi--Yau) ces particules supplémentaires sont localisées sur la singularité de
l’orbifold et ne peuvent pas se propager dans l’espace ambiant. Ceci aussi garantit que ce grand
nombre de particules de masse nulle supplémentaires ne modifiera pas la force gravitationelle
entre deux objets massifs et ne sera pas en contradiʃion avec le principe d’équivalence.

Avec Emmanuel Kohlprath, dans [48], nous avons recherché des modèles de cordes ou-
vertes réalisant le mécanisme de DGP dans le seʃeur fermé tout en ayant un petit groupe de
jauge dans le seʃeur des cordes ouvertes (proche du groupe de jaugeSU(3)×SU(2)×U(1) du
modèle standard). Afin que le grand nombre de champs twistés du seʃeur fermé ne pollue pas

6 Travailler avec des fonds non compaʃs est délicat, car la notion d’aʃion effeʃive n’est pas bien définie. En fait pour la physique
qui nous intéresse ici il suffit de calculer les modifications au potentiel Newtonien qui peuvent être déduites d’amplitudes de cordes
sans passer par une aʃion effeʃive. Des résultats partiels (non publiés) ont été obtenus avec Emmanuel Kohlprath, en examinant la
diffusion de D0-brane dans une configuration d’orientifold.

7 Nous rappelons que la différence entre une théorie des champs (en 0+1 dimensions) et une théorie des cordes (en 1+1 dimensions)
est la présence d’états supplémentaires, les champs twistés, pour cette dernière théorie aux singularités.
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le speʃre du seʃeur ouvert, nous avons construit une nouvelle famille infinie d’orientifolds de
la théorie de type IIb. Nous avons aussi montré que le rang du groupe de jauge est toujours de
l’ordre du nombre de champs twistés. Notre résultat montre qu’il n’est pas possible de modifier
la gravité à des échelles cosmologiques selon le scénario de DGP sans augmenter le speʃre du
seʃeur de jauge.

La conclusion de cette analyse est que les interaʃions de jauge du modèle standard doivent
être réalisées par un mécanisme différent indépendant du seʃeur fermé comme la théorie des
petites cordes (little string theory). La présence d’un grand nombre de particules twistées dans
le seʃeur fermé est suggestive d’une géométrie duale sous-jacente, peut-être en termes de
NS5-branes.



Chapitre II
Théorie M et théorie des cordes

Dans ce chapitre nous passons en revue les propriétés principales de la théorie des cordes
perturbative. Nous décrivons ses symétries de dualité et ses supersymétries, ainsi que son
régime de couplage fort donné par la théorie M.

7. Amplitudes et action effective des cordes

Dans cette seʃion nous introduisons la  notion d’aʃion effeʃive de théorie comme
l’aʃion à basse énergie reproduisant les différentes amplitudes calculées en théorie des cordes.
Puis nous discuterons les symétries de cette aʃion effeʃive irréduʃible à une particule (1PI).

La théorie des cordes décrit la propagation et les interaʃions d’une corde ouverte ou
fermée dans l’espace-temps. Cette corde est caraʃérisée par sa tension TF = 1/(2πα′), et sur
la surface d’univers obtenue par l’évolution de cette corde vit une théorie des champs à deux
dimensions dont la partie bosonique de l’aʃion est donnée par [49]

S =
1

2πα′

∫
Σ

d2σ
[√

−hhαβ gµν(X) ∂αXµ∂βX
ν + ɛαβBµν∂αX

µ∂βX
ν + α′φR(2)

]
. (7.1)

Σ est une surface à deux dimensions sans bord pour le cas des cordes fermées (nous ne nous
intéressons qu’à ce cas dans la suite) ou avec bords dans le cas des cordes ouvertes. Les quantités
X(σα) sont les coordonnées de plongement de la surface d’univers de la corde dans l’espace-
temps. L’aʃion présentée ci-dessus fait apparaître les constantes de couplages gµν , Bµν , φ.
Les contraintes d’invariance conforme de cette aʃion impliquent l’annulation des fonʃions
β pour chacune de ces constantes de couplages, qui sont les équations du mouvement de la
métrique gµν , du champ antisymétrique Bµν et du dilaton φ. Ce fait implique que la théorie
des cordes est une théorie de la gravitation. Une version supersymétrique du modèle présenté
dans l’aʃion (7.1), donne lieu à une théorie de supergravité.

Dans le cas supersymétrique l’absence d’anomalie conforme impose que la dimension de
l’espace-temps cible est D = 10 [49]. Ce qui implique qu’il y ait dix champs xµ et dix spineurs
ψµ.

Dans ce cas la quantification du modèle (7.1) donne lieu à un speʃre α′masse2 ∈ N. Pour
mass2 = 0 nous avons les champs des théories de supergravité.

Dans l’aʃion (7.1), le paramètre α′ est l’équivalent pour la corde du paramètre ~ de la
mécanique quantique, et les correʃions en boucles du modèle sigma (7.1) vont induire des
correʃions en puissance de α′ aux fonʃions β des champs de fond du modèle sigma, et donc
des correʃions en α′ aux équations du mouvement de ces champs. Comme le paramètre α′ a

9
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la dimension (longueur)2, les correʃions en α′ sont des correʃions en dérivées aux équations
du mouvement de la relativité générale (ou à la supersymétrie).

Ces équations du mouvement corrigées peuvent être déduites à partir de la variation d’une
aʃion effeʃive en dimension dix dont la struʃure schématique est donnée par

Seff =
1

(α′)4

∫
d10x

√
−g e−2φ

(
R(10) +H2 + (∇φ)2 + (α′)3 [R4 +R3H2 +R2(∇H)2]

)
.

(7.2)
Dans cette aʃion (que nous préciserons plus bas)R(10) est le scalaire de Ricci pour la métrique
gµν dont la variation donne les équations du mouvement de la métrique de l’espace-temps dix
dimensionnel où évolue la corde. Nous avons indiqué les premières correʃions quantiques en
dimension dix qui font apparaître des couplages de dimension (longueur)−8 sous la forme de
la puissance quatrième du tenseur de Riemann.

Un aspeʃ très important de la théorie des cordes est qu’il y a une autre façon de compren-
dre l’origine de cette aʃion qui utilise le langage des amplitudes de diffusion et leur matrice
S de diffusion associée. L’aʃion effeʃive de l’aʃion (7.2) est alors vue comme une aʃion de
théorie des champs qui permet de reproduire les amplitudes AΣ [50] décrites ci-dessous.

On peut considérer les fluʃuations d’une corde dans une géométrie classique déterminée
par une métrique g(0)

µν , un champ B(0)
µν et aussi d’autres champs du speʃre de la théorie des

cordes, et calculer l’intégrale fonʃionnelle

AΣ =
∫

[Dh][DX][Dφ][Db, c, β, γ]V (g,B, φ) · · ·V (g,B, φ) e−SΣ[X,···] (7.3)

l’aʃion du modèle sigma de l’équation (7.1) est donnée dans la jauge superconforme par

S =
∫
d2z

[
1

2πα′

(
∂x · ∂̄x− ψ∂̄ψ − ψ̄∂ψ̄

)
+

1
π

(β∂̄γ + b∂̄c)
]

(7.4)

Les OPEs des différents champs conformes ainsi que leur poids conforme sont indiqués dans
la table suivante

Champs Poids Conf. OPE

xm(z) 0 xm(z)xn(w) ∼ −ηmn ln |z − w|2

ψm(z) 1/2 ψm(z)ψn(w) ∼ ηmn

z−w
(b(z), c(z)) (2,-1) b(z)c(w) ∼ −1/(z − w)
(β(z), γ(z)) (3/2,-1/2) β(z)γ(w) ∼ −1/(z − w)

Table 1 : Champs du formalisme RNS avec n=1 supersymétrie sur la surface d’univers.xm etψm,m=0,...,9 sont les champs

de matière et contribuent a cX,ψ=15 a la charge centrale du système, (b,c) et (β,γ) forment le système de fantômes pour la corde

supersymétrique et contribuent a cghost=−26+11=−15 a la charge centrale.
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L’amplitude est définie par une intégration sur la métrique de Polyakov hαβ du mod-
èle sigma qui donne après fixation des symétries de reparamétrisation une intégration sur
les déformations de la surface de Riemann où est définie l’amplitude (sphère, tore, bi-tore
etc pour les cordes fermées). Ces paramètres (ou encore modules) de la surface de Riemann
sont l’équivalent des paramètres de Schwinger utilisés pour écrire les amplitudes en boucles en
théorie des champs. Ici nous avons des paramètres complexes car la géométrie est celle d’une
surface.

Les  amplitudes  ne  présentent  pas  de  divergences  ultra-violettes  parce  que  la  région
d’intégration où ces divergences apparaissent en théorie des champs est exclue par l’invariance
conforme. La tension de la corde est le paramètre de coupure ultra-violet.

La théorie (ponʃuelle) des champs de la gravitation est obtenue en prenant la tension
infinie (α′ → 0) décrite par l’aʃion (7.2). Nous construisons alors une aʃion effeʃive à partir
des éléments de matrice S sur la couche de masse de la théorie des cordes.

A cause du couplage
∫
Σ
φR(2) dans l’aʃion (7.1), chaque amplitude AΣ est multipliée par

un faʃeur de exp(−φ
∫
Σ
R(2)) = (gs)χ = (gs)2(g−1) où gs = exp(φ∞) est la constante de

couplage des cordes à la puissance de la caraʃéristique d’Euler χ = 2(g − 1) de la surface de
Riemann décrite par l’évolution de la cordes. L’aʃion effeʃive donnée dans (7.2) est propor-
tionnelle à 1/g2

s et donc vient des amplitudes à l’ordre des arbres (la sphère), mais en général les
termes de dimensions supérieures à deux en dérivées reçoivent des contributions de différents
ordres en boucles et sont donc multipliés par des fonʃions non triviales de la constante de
couplage, par exemple

S =
1

(α′)4

∫
d10x

√
−g

e−2φR(10) +
∑
n≥3

(α′)n f (n)(φ)Rn+1

 (7.5)

dans la seʃion 14 nous indiquerons une série de théorèmes de non-renormalisation déduits de
l’analyse de la relation entre cette aʃion effeʃive et la dynamique de la théorie M en dimen-
sion onze. Ces théorèmes de non-renormalisation donneront des contraintes très fortes sur la
dépendance de ces fonʃions en termes de la constante de couplage gs = exp(φ), comme nous
le verrons dans le chapitre IV.

Les calculs d’amplitude en théorie des cordes sont faits sur la couche de masse, et l’aʃion
effeʃive ainsi déduite est ambiguë à cause des contributions qui s’annulent en utilisant les
équations du mouvement.8 Dans les applications concrètes nous sommes intéressés aux con-
séquences de la théorie en quatre dimensions. Pour cela nous avons deux options : 1) réduire à
quatre dimensions l’aʃion effeʃive en dimension dix considérée valable hors de la couche de
masse et pour des configurations d’espace-temps plus générales, 2) compaʃifier direʃement
les amplitudes de cordes et prendre la limite de théorie des champs dans ces amplitudes.

8 La théorie des champs de corde donne une version hors de la couche de masse (off-shell) mais au prix d’un formalisme
inextricable.
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La première procédure est ambiguë et sera utilisée dans la suite uniquement à titre il-
lustratif. Un danger dans l’utilisation de l’aʃion effeʃive en dimension dix pour déduire la
struʃure de l’aʃion effeʃive en dimension inférieure est que les coefficients des opérateurs
dépendent de la dimension et peuvent s’annuler en D = 10. Ceci a des implications impor-
tantes sur la struʃure des théorèmes de non-renormalisation qui sont sensibles à ces coeffi-
cients dependant de la dimension. La seconde procédure est bien définie quoique difficile à
mettre en œuvre en pratique à cause des possibles divergences infra-rouges des amplitudes qui
apparaissent lors de la limite de théorie des champs.

	Fig. 1 Possible coʌribution donnaʌ lieu à une divergence IR due à la propagation dʆ états de mʅse
nulle lors de la limite de théorie dʆ champs d ’une amplitude de corde.

La construʃion de l’aʃion effeʃive de théorie des champs9 est délicate à considérer à
cause de la possibilité de pôles infra-rouges dus à la propagation d’états de masse nuls (voir
la figure 1). Dans le cas d’une théorie avec le nombre maximal de supersymétries (comme
la théorie en dimension dix non compaʃifiée) les résidus des ces pôles sont nuls et de tels
phénomènes n’arrivent pas.10 Lorsque la théorie est compaʃifiée et que la supersymétrie est
réduite ce genre de singularité est à l’origine des correʃions de seuil aux constantes de cou-
plages ou à la masse de Planck calculées par exemple dans les références [41,47]. Nous revien-
drons sur ce point délicat à la fin de ce mémoire lorsque la limite de la théorie de supergravité
N = 8 sera considérée.

Avant de passer aux symétries de l’aʃion effeʃive de la théorie des cordes nous faisons
quelques remarques générales sur la raison d’être d’une théorie des champs de la gravitation.

La théorie des champs de la gravitation peut être analysée en extrayant les vertex à trois,
quatre, et les interaʃions à multiples gravitons en linéarisant l’aʃion de (super-)gravité. Le
problème avec une telle approche est que le nombre de diagrammes de Feynman à considérer
à chaque ordre en perturbation croît énormément et il devient rapidement impossible de faire
une liste des diagrammes. Même à l’ordre des arbres les amplitudes à plusieurs gravitons font
intervenir un grand nombre de diagrammes à cause de la multiplicité des interaʃions induite
par la struʃure non-linéaire de la gravité. La théorie des champs de la gravité pure n’est pas
finie dans l’ultra-violet (elle est divergente à une boucle si elle est couplée à la matière et elle est
divergence à deux boucles pour la gravité pure) [51]. La théorie des cordes donne une théorie

9 La théorie des champs effeʃive, extraite des éléments de matrice de la théorie des cordes, est horriblement compliquée avec
une infinité d’interaʃions de dimension supérieure et des termes non locaux décrivant les processus création de seuil.

10 Comme c’est une conséquence de la supersymétrie, cette propriété n’est apparente qu’après sommation sur les struʃures de
spins dans le formalisme RNS. Cette annulation est plus facile à obtenir dans le formalisme des spineurs purs de Berkovits.
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de la gravitation régularisée dans l’ultraviolet tout en préservant les symétries de la théorie.
En fait la théorie des cordes donne plus qu’une régularisation ultra-violette, elle organise la
série perturbative gravitationnelle. A chaque ordre en perturbation les diagrammes de Feyn-
man des amplitudes gravitationnelles ont un très mauvais comportement à haute énergie. Mais
on peut montrer, à l’ordre des arbres en utilisant des techniques twistorielles [52] ou en boucle
comme nous le décrivons dans la suite, que de nombreuses compensations ont lieu et les am-
plitudes ont un meilleur comportement ultra-violet à grande énergie. En fait même dans le cas
des théories de supergravité pour lesquelles le comportement ultra-violet des diagrammes de
Feynman est amélioré par la supersymétrie, il est attendu que de nombreuses compensations
entre diagrammes aient lieu. L’origine de ces compensations n’est pas immédiate dans le lan-
gage de la théorie des champs, mais nous montrons dans la suite comment les dualités et la
théorie des cordes permettent d’accéder à ces résultats.

Dans la suite nous décrivons les propriétés de l’aʃion effeʃive de la théorie des cordes.
Ces symétries joueront un rôle capital pour contraindre le comportement à haute énergie des
amplitudes de supergravité, comme nous le verrons dans le chapitre IV.

8. Supersymétries

L’aʃion effeʃive telle que définie ci-dessus contient donc l’essentiel des informations
nécessaires pour décrire la dynamique de la théorie des cordes. Elle est aussi invariante sous
les symétries laissant invariante la théorie des cordes. En dimension 10, il existe deux types
de théorie des cordes fermées : celle de type IIA et celle de type IIB. Ces deux théories sont
invariantes sous les transformations locales de supersymétrie étendue N = 2 qui a deux réali-
sations dépendant de la chiralité relative des générateurs de symétrie. Nous avons une théorie
sans chiralité dite de type IIA et une théorie chirale dite de type IIB.

Ces théories sont invariantes sous les transformations locales de supersymétrie sur la
couche de masse (on-shell) ce qui implique que la variation des termes de dimension supérieure
dans l’aʃion effeʃive sous les transformations classiques de la supersymétrie donne un résul-
tat proportionnel aux équations du mouvement. L’invariance de l’aʃion effeʃive des cordes
sous la supersymétrie locale est obtenue par le principe de Noether selon la procédure suivante
[4,53,54]. On organise l’aʃion effeʃive et les transformations de supersymétrie en puissance
de α′ selon

S = S(0) + (α′)3 S(3) + (α′)5 S(5) + (α′)6 S(6) + · · ·
δɛ = δ(0)ɛ + (α′)3 δ(3)ɛ + (α′)5 δ(5)ɛ + (α′)6 δ(6)ɛ + · · ·

(8.1)

et l’invariance de l’aʃion effeʃive δɛS = 0 donne les équations suivantes

0 = δ(0)ɛ S(0)

δ(0)ɛ S(3) = −δ(3)ɛ S(0)

δ(0)ɛ S(5) = −δ(5)ɛ S(0)

δ(0)ɛ S(6) + δ(3)ɛ S(3) = −δ(6)ɛ S(0) .

(8.2)
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La première équation donne l’invariance des termes à deux dérivées (les termes cinétiques)
sous les transformations classiques de supersymétrie données par [55] pour la théorie de type
IIA et par [56,57,58] pour la théorie de type IIB.

La seconde équation indique que la variation des termes de dimension huit n’est pas zéro
mais donne une variation proportionnelle aux équations du mouvement des champs. Cette
variation est compensée par une déformation des transformations de supersymétrie à l’ordre
en (α′)3 selon le principe de Noether [4]. A chaque ordre en dérivée il peut exister plusieurs
invariants indépendants sous la supersymétrie et une classification de ces divers invariants est
difficile. Dans la suite nous mentionnerons le cas des opérateurs à l’ordre en (α′)7 où plusieurs
struʃures indépendantes sous la supersymétrie locale peuvent être exhibées.

Un phénomène nouveau apparaît à l’ordre (α′)6 car la variation de l’aʃion fait intervenir
les modifications à l’ordre en (α′)3 de la transformation de supersymétrie et de l’aʃion ef-
feʃive. Ceci est générique à partir de cet ordre en α′, nous reviendrons sur ce point plus bas
lorsque nous discuterons la struʃure des couplages dans la théorie de type IIB et leur origine
en théorie M.

9. Dualité S entre le couplage faible et le couplage fort

Le cas de la théorie de type IIB est spécial car en dimension dix la théorie possède une
symétrie non-perturbative dite de S-dualité donnée par l’aʃion du groupe Sl(2,Z), hérité du
groupe de R-symétrie de la théorie de supergravité associée [56,58], agissant sur la constante
de couplage complexifiée τ = C(0) + i/gs. Cette symétrie, en inversant la constante de cou-
plage, échange le régime de couplage faible avec celui de fort couplage. Par exemple, puisque
la métrique est inerte sous les transformations de S-dualité [56,58] les fonʃions f (n)(φ) dans
l’aʃion effeʃive (7.5) doivent être des formes modulaires

f (n)

(
aτ + b

cτ + d

)
= f (n)(τ);

(
a b
c d

)
∈ Sl(2,Z) . (9.1)

L’aʃion effeʃive (7.5) est invariante sous les transformations de supersymétrie (8.2), seulement
si les couplages f (n)(τ) satisfont des contraintes non-triviales [53,54,59,12]

4τ2
2 ∂τ ∂̄τ̄ f

(3)(τ) =
3
4
f (3)(τ)

4τ2
2 ∂τ ∂̄τ̄ f

(5)(τ) =
15
4
f (3)(τ)

4τ2
2 ∂τ ∂̄τ̄ f

(6)(τ) = 12 f (6)(τ) − 6(f (3))2

(9.2)

L’invariance sous les transformations (9.1) et la condition que dans la limite de couplage faible
τ2 = =m(τ) → ∞ ces fonʃions ne doivent pas être plus singulières que la contribution à
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l’ordre des arbres f (n)(τ) ∼ τ
n/2
2 permettent de les déterminer complètement (même si une

formule fermée est parfois difficile à obtenir).
Une question importante est celle du nombre d’invariants de supersymétrie indépendants

à chaque ordre en α′. Il est fort probable qu’aux ordres en (α′)3 et (α′)4 il n’y ait qu’un seul
invariant de supersymétrie mais aux ordres suivants plusieurs invariants apparaissent.

Un cas important est le suivant. A partir de l’ordre en (α′)9 les amplitudes à quatre gravi-
tons donnent lieu à deux struʃures cinématiques indépendantes qui auront des couplages dif-
férents [16]

S(9) =
∫
d10x

√
−g

[
f (I)(τ) (σ2)3R4 + f (II)(τ) (σ3)2R4

]
(9.3)

où nous avons introduit les invariants cinématiques σ2 = s2 + t2 +u2 et σ3 = s3 + t3 +u3 ex-
primés en termes des variables de Mandelstam s = (k1+k2)2, t = (k1+k3)2 et u = (k1+k4)2.
Les couplages f (I) et f (II) satisfont des contraintes données par des équations différentielles
avec une source quadratique en couplages aux ordres inférieurs en α′ selon une struʃure
compatible avec l’invariance de l’aʃion effeʃive sous les transformations sur la couche de
masse (8.2).

Au même ordre en α′ existe la contribution (α′)9 |G|12R4 qui décrit le couplage entre
quatre gravitons et douze trois formes complexes G = (FRR + τHNS)/

√
τ2. Cette amplitude

fait partie de la classe spéciale d’interaʃions |G|4(g−1)R4 considérées par Berkovits et Vafa
[60] dont le couplage est donné par une série d’Eisenstein de poids 1/2 + g

Z 1
2+g(τ) =

∑
(m,n) 6=(0,0)

τ
1
2+g
2

|m+ nτ |1+2g
= 2ζ(2g + 1) τ

1
2+g
2 +

√
4πζ(2g)

Γ(g − 1/2)
Γ(g + 1/2)

τ
1
2−g
2 + n.p.

(9.4)

Ces séries d’Eisenstein, qui satisfont à l’équation différentielle

4τ2
2 ∂∂̄Z 1

2+g =
(g + 1)(g − 1)

4
Z 1

2+g (9.5)

donnent deux contributions perturbatives : ordre des arbres et g boucles.
Nous expliquerons dans la suite que l’opérateur D12R4 ne reçoit pas de correʃions per-

turbatives au delà de 6 boucles, et que la contribution à 6 boucles est non nulle, ce qui montre
que cet opérateur ne peut pas être dans le même invariant de supersymétrie que |G|12R4 qui
reçoit au plus une contribution à 4 boucles.
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10. Couplage fort & théorie M

Nous venons de décrire les propriétés principales de l’aʃion effeʃive des cordes en di-
mension 10. L’aʃion effeʃive est une somme infinie d’opérateurs aux dimensions croissantes
induits par les états massifs des cordes, et les couplages sont des fonʃions non triviales de la
constante de couplage.

Witten [24] a remarqué que dans un choix d’unité correʃ la limite de couplage fort de
la théorie de supergravité de type IIA (l’aʃion à deux dérivées dans (7.2)) est donnée par la
supergravité en dimension onze, avec la relation suivante entre les paramètres de corde et
ceux de la supergravité

ds2M = GMNdx
MdxN =

ℓ3p
l2s R11

gIIAµν dxµdxν +R2
11 (dx11 − Cµdx

µ)2

R3
11 = g2

s ℓ
3
P

ℓP = g
1
3
s

√
α′ .

(10.1)

Dans cette correspondance la constante de couplage devient le paramètre géométriqueR11 re-
liant la dimension dix et onze. La limite de couplage fort correspond à R11 → ∞ et la théorie
devient onze dimensionnelle. Dans cette limite les états massifs de la théorie des cordes décou-
plent, les D0-branes deviennent de masse nulle formant les degrés de liberté de la supergravité
en dimension onze.

Bien que les états massifs de la corde soient supprimés dans la limite de couplage fort,
certaines correʃions en α′ à l’aʃion effeʃive subsistent en dimension onze [61,8], de sorte
que la limite de couplage fort de (7.2) est

S =
1
ℓ9P

∫
d11x

√
−G

R(11) +
∑
n 6=0

cn ℓ
6n+6
P R3n+4

 (10.2)

où le coefficient cn est celui de la contribution à n + 1-boucles du couplage f (3n+4)(φ) =
· · ·+ cn g

2n
s + · · ·. La supersymétrisation des termes à deux dérivées donne lieu à la théorie de

supergravité construite par Cremmer, Julia et Scherk [2]. Réciproquement, dans le formalisme
de superespace décrivant la supergravité en dimension onze, on peut montrer [62] que si les
contraintes sur les torsions ne sont pas modifiées seulement la théorie de supergravité est
obtenue. L’inclusion des termes d’ordre supérieur en dérivées nécessite une modification de la
géométrie du superespace [4]. Les correʃions dans (10.2) sont induites soit par la M2-brane
(de tension TM2 ∼ 1/ℓ3P ) ou la M5-brane (de tension TM5 ∼ 1/ℓ6P ). Le rôle de la M2-brane
et de la M5-brane dans l’origine de ces correʃions n’est pas clarifié sauf pour les termes de
dimension huit en C3 ∧R4 nécessaires pour l’annulation des anomalies de la M5-brane [63].

Nous avons ici supposé que les relations (10.1), sont toujours valables à n’importe quel
ordre en dérivées ou en les champs. Ceci n’est absolument pas garanti et le diʃionnaire en-
tre les paramètres de cordes et ceux de la théorie M doit sûrement recevoir des correʃions
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d’ordre supérieur (de telles correʃions préservent la masse des états 1/2-BPS et donc préser-
vent le fait que les D0-brane sont des excitations de Kaluza--Klein de la métrique à onze
dimensions). Dans la suite nous appliquerons cette correspondance au cas de l’aʃion effeʃive
à quatre points où R3n+4 ∼ ∂6nR4, qui a plus de chance d’être protégée.

Bien que dans la limite R11 → ∞ les états massifs des cordes sont supprimés, leur effets
seront réobtenus lorsque nous considérerons la réduʃion de Kaluza--Klein des diagrammes
en boucles en dimensions onze dans le chapitre IV.

Les relations entre les paramètres de la théorie M et les cordes sont

V = R10R11 = exp(
1
3
φB) r−

4
3

B ; rA =
1
rB

= R10

√
R11

Ω1 = C10 = C(0); Ω2 =
R10

R11
= exp(−φB) = rA exp(−φA) .

(10.3)

Cette identification donne que la constante de couplage complexifiée τ est la struʃure com-
plexe Ω du 2-tore de compaʃification et que la symétrie Sl(2,Z) de la théorie de type IIB a
pour origine la symétrie géométrique du tore de compaʃification. Dans le cas d’une compaʃ-
ification de la théorie M sur un tore les fonʃions fn(φ) sont obtenues après réduʃion de la
théorie M sur un tore de volume nul mais à struʃure complexe constante [64,65,66]. Ces rela-
tions joueront un rôle important dans le chapitre suivant lorsque nous déduirons la struʃure
de l’aʃion effeʃive de type IIB à partir de la théorie M.





Chapitre III
Amplitudes des cordes à l’ordre des arbres et en boucles

Dans ce chapitre nous passons en revue la struʃure de l’amplitude à quatre gravitons à
l’ordre des arbres et à une et deux boucles en théorie des cordes fermées de type II en dimen-
sion dix. Les résultats décrits dans ce chapitre nous servirons de base de comparaison avec ce
qui est obtenu en calculant des diagrammes en boucles en théorie M. Nous montrerons dans
le chapitre suivant comment la struʃure analytique des amplitudes en boucles de la théorie
des cordes peut-être reproduite à partir de la théorie M.

11. Amplitudes à l’ordre des arbres

A
(2)
4 = κ2

10 R̂
4 e−2φ T (α′s, α′t, α′u) , (11.1)

où la constante de Newton en dimension dix est donnée par 2κ2
10 = (2π)7α′4. Le préfaʃeur

en R̂4 correspond à quatre puissances linearisées du tenseur de Riemann contraʃées avec le
tenseur t8t8.11 La fonʃion T (s, t, u) est donnée par

T =
64

α′3stu

Γ(1 − α′

4 s)Γ(1 − α′

4 t)Γ(1 − α′

4 u)
Γ(1 + α′

4 s)Γ(1 + α′

4 t)Γ(1 + α′

4 u)

=
64

α′3stu
exp

( ∞∑
n=1

2ζ(2n+ 1)
2n+ 1

α′2n+1

42n+1
(s2n+1 + t2n+1 + u2n+1)

)
.

(11.2)

Si on introduit les variables
σn =

(α′

4
)n(sn + tn + un) (11.3)

11 La struʃure du faʃeur en R4 qui apparaît dans ces formules est la linéarisation du t8t8R4 donnée par

t
µ1···µ8
8 t

ν1···ν8
8

4∏
i=1

ζ
(i)
µ2i−1ν2i−1k

(i)
µ2ikν2i

avec le tenseur t8 donné dans les références [49] et tel que

t
µ1···µ8
8 F

1
µ1µ2 · · ·F

4
µ7µ8 = 8tr(F 1

F
2
F

3
F

4) + 8tr(F 1
F

4
F

2
F

3) + 8tr(F 1
F

3
F

4
F

2)

− 2tr(F 1
F

2)tr(F 3
F

4) − 2tr(F 1
F

3)tr(F 2
F

4) − 2tr(F 1
F

4)tr(F 2
F

3)
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il est facile de montrer qu’à tout ordre en n ces grandeurs sont des polynômes en σ2 et σ3 si la
condition de couche de masse s+ t+ u = 0 est satisfaite. La formule explicite est

σn = n
∑

2p+3q=n

(p+ q − 1)!
p!q!

(σ2

2

)p (σ3

3

)q
. (11.4)

Nous voyons donc que sur la couche de masse un terme d’ordreD2nR4 = σnR
4 se décompose

sur autant de tenseurs σp2σ
q
3R

4 que la décomposition n = 2p + 3q le permet donnant lieu à
plusieurs struʃures tensorielles avec des couplages différents.

Avec cette relation nous pouvons réécrire l’amplitude à l’ordre des arbres selon

T =
3
σ3

+A(σ2, σ3) , (11.5)

avec

A(σ2, σ3) = 2ζ(3) + ζ(5)σ2 +
2
3
ζ(3)2σ3 +

1
2
ζ(7)σ2

2 +
2
3
ζ(3)ζ(5)σ2σ3

+
1
4
ζ(9)σ3

2 +
2
27
(
2ζ(3)3 + ζ(9)

)
σ2

3 +
1
6
(2ζ(3)ζ(7) + ζ(5)2)σ2

2σ3

+
1
8
ζ(11)σ4

2 +
1
9
(
2ζ(3)2ζ(5) + ζ(11)

)
σ2σ

2
3 + · · · .

(11.6)

C’est à l’ordre en D12R4 qu’apparaissent pour la première fois deux struʃures tensorielles
différentes, avec des coefficients différents

I
(a)
D12R4 =

1
g2
s

ζ(9)
4

σ3
2 R

4

I
(b)
D12R4 =

1
g2
s

2
27
(
2ζ(3)3 + ζ(9)

)
σ2

3R
4

(11.7)

Au même ordre en dérivées l’aʃion effeʃive de la théorie de type IIB en dimension dix con-
tient l’interaʃion en |G|12R4 avec comme couplage [60]

τ
− 5

2
2 Z 9

2
|G|12R4 =

(
1
g2
s

2ζ(9) +
64
35
ζ(8)g6

s + n.p.

)
|G|12R4 . (11.8)

Ce couplage qui ne reçoit de contribution qu’à l’ordre des arbres, à quatre boucles et des contri-
butions non perturbatives, est exaʃ [60]. Nous voyons déjà que la dépendance en les fonʃions
zêta de ce couplage et des termes enD12R4 n’est pas la même, ce qui est un premier indice que
ces objets ne font pas partie du même invariant de supersymétrie. Ceci sera confirmé lorsque
nous montrerons que les couplages en D12R4 reçoivent des correʃions perturbatives jusqu’à
six boucles.
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12. Amplitude à l’ordre d’une boucle

Dans cette seʃion nous discutons des aspeʃs de l’amplitude à quatre gravitons en théorie
des cordes de type II qui nous seront nécessaires dans la suite.

• Structure générale

L’amplitude à quatre gravitons et à une boucle donnée dans les livres [49] s’écrit sous la
forme d’une intégrale sur le domaine fondamental du tore

I = R̂4

∫
F

d2τ

τ2
2

F (τ, τ̄) (12.1)

avec τ = τ1 + iτ2 et d2τ ≡ dτ1dτ2 = dτdτ̄/2, et où F dénote un domaine fondamental de
Sl(2,Z),

F = {|τ1| ≤ 1
2 , |τ |

2 ≥ 1}. (12.2)

La partie dynamique de (12.1) est donnée par une intégrale sur la position des opérateurs de
vertex ν(i) = ν

(i)
1 + iν

(i)
2 selon

F (τ, τ̄) =
∫
T

3∏
i=1

d2ν(i)

τ2
eD (12.3)

où d2ν(i) ≡ dν
(i)
1 dν

(i)
2 , ν(4) = τ , et le domaine T est défini par

T = {−1
2
≤ ν1 <

1
2
, 0 ≤ ν2 < τ2} (12.4)

et enfin
D = α′s (P12 + P34) + α′t (P14 + P23) + α′u (P13 + P24). (12.5)

où Pij = P(ν(i) − ν(j)|τ) est le propagateur sur le tore entre les points ν(i) et ν(j) sur le tore.
Le propagateur à deux dimensions avec la périodicité du tore est donné par

P(ν|τ) = −1
2

 ∑
n,m∈Z

ln |ν +m+ nτ | −
∑

(m,n) 6=(0,0)

ln |m+ nτ |

+
πν2

2

2τ2
. (12.6)

Le dernier terme de cette expression est le mode zéro du Laplacien. Cette expression peut-être
réécrite en utilisant la fonʃion thêta de Jacobi

P(ν|τ) = −1
4

ln
∣∣∣∣θ1(ν|τ)θ′1(0|τ)

∣∣∣∣2 +
πν2

2

2τ2

=
πν2

2

2τ2
− 1

4
ln
∣∣∣∣ sin(πν)

π

∣∣∣∣2 − ∑
m≥1

(
qm

1 − qm
sin2(mπν)

m
+ c.c.

)
,

(12.7)
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où q = exp(2iπτ).
Pour les considérations qui vont suivre il est utile d’utiliser la représentation obtenue par

transformation de Fourrier sur la variable ν, faisant apparaître la struʃure du propagateur en
terme du moment discret sur le tore p = m+ nτ

P(ν|τ) =
1
4π

∑
(m,n)6=(0,0)

τ2
|mτ + n|2

exp
[
2πim

(
ν1 − τ1

ν2
τ2

)
− 2πin

ν2
τ2

]
+ C(τ, τ̄)

=
1
4π

∑
(m,n)6=(0,0)

τ2
|mτ + n|2

exp
[
π

τ2
(ν̄(mτ + n) − ν(mτ̄ + n))

]
+ C(τ, τ̄).

(12.8)

Le mode zéro de cette expression est donné par

C(τ, τ̄) =
1
2

ln
∣∣∣(2π)1/2η(τ)

∣∣∣2 , (12.9)

avec η(τ) la fonʃion de Dedekind standard.
Il est important de remarquer que ce faʃeur de mode zéro n’est pas invariant modu-

laire, mais l’anomalie induite par ce terme disparaît grâce à la condition de couche de masse et
l’intégrant de l’amplitude à une boucle est invariant modulaire. Nous considérons donc dans la
suite la partie invariant modulaire du propagateur où ce faʃeur de mode zéro a été soustrait

P̂ = ln χ̂ij(ν(ij), τ) = P − C. (12.10)

Comme toute amplitude de théorie des champs, l’amplitude à une boucle contient deux
types de contributions : les contributions analytiques qui correspondent aux opérateurs de
dimensions supérieures qui apparaissent dans l’aʃion effeʃive de la théorie des cordes ; et
les contributions non-analytiques qui correspondent aux seuils normaux. Nous décrivons ces
contributions car nous montrerons dans le chapitre suivant comment ces caraʃéristiques de
l’amplitude à une boucle sont reproduites à partir des diagrammes en supergravité en D = 11
(qui permet aussi d’obtenir la struʃure des amplitudes de cordes en genre plus élevé).

• Contributions analytiques

En développant l’amplitude (12.1) en puissances successives de α′ selon

I =
∫
F

d2τ

τ2
2

F (τ, τ̄) =
∞∑
n=0

∫
F

d2τ

τ2
2

∫
T

3∏
i=1

d2ν(i)

τ2

1
n!
Dn (12.11)

nous obtenons qu’à l’ordre en (α′)n la contribution

∫
T

3∏
i=1

d2ν(i)

τ2
Dn =

∑
2p+3q=n

D(p,q)(τ)σ
p
2σ

q
3 . (12.12)
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Les quantités D(p,q)(τ) sont des fonʃions de vertex d’ordren = 2p+3q invariantes modulaires
que l’on peut représenter par des diagrammes de Feyman sur le tore, avec n lignes conneʃant
au plus 4 vertex (cf. figure fig. 2). La représentation (12.8) du propagateur sur le tore implique
qu’à chaque ligne est associée le propagateur discret sur le tore τ2/|m+nτ |2, et à chaque noeud
la conservation des impulsions est imposée par l’intégrale sur les positions ν(i).

1n 2n

3n

4n

6n

5n

1n 2n

3n4n

1n 2n

3n4n

5n

(a)

(b) (c)

	Fig. 2 Fonʇioʋ à quatre vertex. Lʆ labels de chaque ligne donneʌ le nombre de propagateurs con-
neʇaʌ lʆ différeʌs vertex. Cʆ quaʌités peuveʌ être nullʆ, ce qui signifie que certaiʋ vertex ne soʌ
pʅ conneʇés.

Les fonʃions de vertex D(p,q)(τ) prennent la forme générale suivante (avec k = 2p+ 3q)

D(p,q)(τ) =
∑

(mi,ni ) 6=(0,0)

τk2
|m1 + n1τ |2 · · · |mk + nkτ |2

4∏
i=1

δ(i)(
∑

ml)δ(i)(
∑

nl) (12.13)

Les fonʃions δ proviennent de la relation de conservation des impulsions sur le tore à chaque
vertex.

L’analyse des ces fonʃions de vertex est très compliquée et pour cela nous avons développé
des programmes pour Mathematica pour extraire les couplages à une boucle à l’aʃion effeʃive
des cordes en dimensions 10 et 9 [67]. Ces informations servent de point de référence pour
tester la validité de la construʃion des amplitudes à partir des éléments de la matrice S en
dimension 11.

• Contributions des seuil normaux

L’amplitude à une boucle a aussi des contributions non analytiques en les variables de
Mandelstam résultant des seuils normaux.

La première contribution non analytique rencontrée est celle de la théorie des champs
(de supergravité) obtenue dans la limite α′ → 0 de l’amplitude de corde. Dans cette limite les
contributions viennent de la région où τ2 → ∞ de l’amplitude (12.1)
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ITst =
∫ ∞

L

dτ2
τ2
2

∫
Tst

3∏
i=1

dωi e
α′πτ2Q(s,t) , (12.14)

avec
Q(s, t) = sω1(ω3 − ω2) + t(ω2 − ω1)(1 − ω3) (12.15)

qui est obtenue en prenant la limite asymptotique τ2 → ∞ des propagateurs sur le tore Δs →
P̂∞(ν(12)) + P̂∞(ν(34)).

Pour des raisons de convergence l’intégrale à une boucle doit être décomposée en trois
régions physiques Tst = {0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ω3 ≤ 1} avec ωi = ν(i)/τ2, Tsu = {0 ≤ ω2 ≤ ω1 ≤
ω3 ≤ 1} où Q(s, u) = s(ω3 − ω1)ω2 + u(ω1 − ω2)(1 − ω3) et Ttu = {0 ≤ ω1 ≤ ω3 ≤ ω2 ≤ 1}
où Q(t, u) = u(ω2 − ω1)ω1 + t(ω3 − ω1)(1 − ω2).

Dans cette limite l’intégrale peut-être évaluée en utilisant la régularisation dimensionnelle
en D = 10 − 2ɛ pour obtenir

I(s, t) = c(D, ɛ)
(
I(0) − ɛI(1) + O(ɛ2)

)
I(0) =

∫ 1

0

dξ
(−α′sξ)

D
2 −3 − (−α′t(1 − ξ))

D
2 −3

α′t+ α′uξ

I(1) =
∫ 1

0

dξ
(−α′sξ)

D
2 −3 log(−α′sξ) − (−α′t(1 − ξ))

D
2 −3 log(−α′sξ)

α′t+ α′uξ

(12.16)

avec
c(D, ɛ) =

Γ(4 − D
2 + ɛ)Γ(D2 − 2 − ɛ)2

(D − 6 − 2ɛ)Γ(D − 4 − 2ɛ)
(12.17)

En dimension dix nous avons

I(s, t) = − 1
5! ɛ

e−γEɛ
(

1 +
45
15

+ O(ɛ2)
) (

α′u

2
− ɛI(1) + O(ɛ2)

)
= − α′u

240 ɛ
− 1

120
α′u (γE + 23/15) +

1
5!
I(1) + O(ɛ2)

(12.18)

après sommation des différentes contributions des régions (s, t) , (t, u) et (s, u) du plan de
Mandelstam, et en utilisant la relation de couche de masse s+ t+ u = 0 le pôle en ɛ disparaît.

La fonʃion I(1) est donnée par

I(1)(s, t) =
∫ 1

0

dξ

α′t+ α′uξ

[
(−α′t(1 − ξ))2 log(−α′t(1 − ξ)) − (−α′sξ)2 log(−α′sξ)

]
=
α′u

4
+ α′ st

2u
− α′ s

4 log(−α′s) + t4 log(−α′t) + 4 s3t log(−α′s) + 4 st3 log(−α′t)
2u3

− α′ s
2t2

2u3

[
3 log(α′2st) + log

(
− t

s

)2
]

(12.19)
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On remarque que

I(1)(Ls,Lt) = LI(1)(s, t) − α′u

2
L log(L) (12.20)

et ainsi après sommation sur les différentes régions (s, t) , (t, u) et (s, u) et en utilisant la
condition de couche de masse, l’échelle des logarithmes disparaît.

Cette struʃure décrit les seuils normaux de l’amplitude de supergravité. L’amplitude de
corde a des correʃions d’ordre supérieur induites par ses modes massifs, et dans la région (s, t)
avec t = 0 nous avons la struʃure suivante

Inonanal = s log(s) + s4 log(s) + s6 log(s) + s7 log(s) + s8 log(s) + · · · (12.21)

La première correʃion massive apparaît à l’ordre en s4 log(s) à cause de la  struʃure de
l’amplitude à  l’ordre  des  arbres (11.6)  qui  présente  un  gap  dans  ses  premiers  ordres  de
développement.

Dans le canal s dans la limite τ2 → ∞ le propagateur asymptotique Δs reçoit les correc-
tions massives suivantes

δs =
∑
m6=0

1
4|m|

(
e2iπ(mν

(12)
1 +i|mν(12)

2 |) + e2iπ(mν
(34)
1 +i|mν(34)

2 |)
)
. (12.22)

et nous avons donc la contribution suivante

Inonanal(s, t) =
∫ ∞

L

dτ2
τ2
2

∫
Tst

3∏
i=1

d2ν

τ2
exp

(
α′s(Δ̃s − Δ̃u) + α′t(Δ̃t − Δ̃u)

)
exp(α′sδs) .

(12.23)
Nous avons restreint un domaine fondamental aux valeurs τ2 ≥ L.12 Le terme en (α′ s)4 log(s)
est obtenu en considérant la contribution en δ2s dans (12.23). Dans la région (s, t) du plan de
Mandelstam nous obtenons

δInon anal 2(s, t) =
1
2

∑
m6=0

(−α′s)2

(4m)2

∫ ∞

L

dτ2
τ2
2

∫
Tst

3∏
i=1

dωie
α′πτ2Q(s,t)−4πmτ2(ω2−ω1)

+
1
2

∑
m6=0

(−α′s)2

(4m)2

∫ ∞

L

dτ2
τ2
2

∫
Tst

3∏
i=1

dωie
α′πτ2Q(s,t)−4πmτ2(1−ω3)

=
∑
m6=0

(−α′s)2

(4m)2
gL(α′s, α′t) .

(12.24)

12 Il est bien entendu que la dépendance en L disparaît à la fin du calcul car elle est compensée par la contribution de la région
τ2 ≤ L.
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Nous obtenons dans la région (s, t) avec t = 0 (pour des raisons de clarté nous ne présentons
les formules que dans la limite de diffusion vers l’avant)

Inonana (2)(s, 0) ∼ ζ(3)ζ(4)
2 (4π)3

(−α′s)2 (log(−α′sπL) − γE − 2/5) (12.25)

dans la région (t, u) nous avons

Inonana (2)(0,−s) ∼
ζ(3)ζ(4)
2 (4π)3

(α′s)2 (log(α′sπL) − γE − 2/5) (12.26)

et dans la région (s, u)

Inonana (2)(s,−s) ∼
ζ(3)ζ(4)
2 (4π)3

(−α′s)2 (log(−α′sπL) − γE − 2/5)

+
ζ(3)ζ(4)
2 (4π)3

(α′s)2 (log(α′sπL) − γE − 2/5)
(12.27)

En sommant toutes ces contributions nous obtenons au total

I(s, 0,−s) =
ζ(3)ζ(4)
(4π)3

(−α′s)4(log(−α′sπ L) − γE − 2/5) + (s↔ −s) (12.28)

La dépendance enL est compensée par la dépendence enL du domain fondamental tron-
qué FL = {|τ1| ≤ 1/2; 1 ≤ τ2 ≤ L} [7].

13. Structure des amplitudes aux ordres supérieurs

La struʃure analytique des amplitudes de cordes aux ordres supérieurs est plus difficile à
analyser par manque d’une formulation explicite des amplitudes en genre supérieur à 2. Dans le
cas du genre 2 les formules données par D’Hoker et Phong [68] contiennent les informations
que nous décrivons qualitativement ci-dessous.

En genre deux la struʃure de l’amplitude à quatre gravitons est déterminée par les rela-
tions d’unitarité qui permettent de faʃoriser cette amplitude comme le produit d’une ampli-
tude à l’ordre des arbres à quatre points et d’une amplitude à une boucle à quatre points en
utilisant une coupure à deux particules ou comme le produit de deux amplitudes à l’ordre des
arbres à cinq points en considérant les coupures à trois particules. Dans la suite nous basons
notre raisonnement sur la struʃure des coupures à deux particules mais il est bien sûr entendu
que les résultats sont les mêmes en utilisant d’autres coupures.13

13 En théorie des champs à partir de 3 boucles nous rencontrons des diagrammes qui n’ont pas de coupure à deux particules. Nous
négligeons ce fait qui est néanmoins important pour la struʃure générale des amplitudes.
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De la struʃure de l’amplitude à l’ordre des arbres donnée dans l’équation (11.5) et à une
boucle dans l’équation (12.21) nous déduisons que l’amplitude à deux boucles a la struʃure
suivante

A(2) ∼ R̂4 s5
(
log2(s) + s2 log(s) + · · ·

)
(13.1)

La contribution en s5 log2(s) est la contribution de la théorie des champs (tout comme le
s log(s) est celle à une boucle). La contribution en s7 log(s) vient des correʃions massives des
cordes.14

A l’ordre en genre 3 la struʃure analytique de l’amplitude est

A(3) ∼ R̂4(s6 log(s) + s9 log3(s) + · · ·) (13.2)

la contribution en s6 log(s)R4 (qui est une contribution massive des cordes à la struʃure analy-
tique de l’amplitude en genre 3) descend de la contribution de seuil s6R4 log(s) du diagramme
à deux boucles en dimension onze.

Ces contributions seront discutées dans le chapitre suivant où nous expliquerons com-
ment elle apparaissent de la struʃure des diagrammes en dimension onze.

14 Les contributions en s log(s) et s5 log2(s) sont facilement mises en évidence par les coupures à deux particules. La contribution
en s log(s) log(t) à une boucle est obtenue en considérant une coupure quadruple où le diagramme à une boucle est coupé selon toutes
ses lignes internes.





Chapitre IV
Amplitudes en boucles en théorie M

Dans ce chapitre je présente l’approche consistant à construire les amplitudes en boucle
à quatre gravitons en théorie M et leurs conneʃion avec les amplitudes en genre supérieur de
la théorie des cordes.

Nous décrivons d’abord les contraintes imposées par la conjeʃure de la théorie M sur la
struʃure des amplitudes en boucles en dimension onze et en théories des cordes.

Ensuite nous présenterons une approche de la théorie de la matrice S pour la théorie M
en dimension onze. Nous verrons comment la struʃure analytique de la série perturbative
des cordes, décrite dans le chapitre précédant peut être reconstruite à partir des éléments de
matrice S en dimension onze.

14. Théorèmes de non renormalisation

Nous ne connaissons pas les degrés de liberté fondamentaux de la théorie M, nous tra-
vaillerons donc avec la théorie de supergravité effeʃive en introduisant un régulateur ultra-
violet Λ. Les divergences seront soustraites par des contre-termes et nous expliquons dans la
suite comment les dualités permettent de fixer la partie finie résiduelle obtenue après la sous-
traʃion.

La contribution à l’opérateur D2kR4 d’un diagramme à L-boucles en supergravité en di-
mension onze est

SkL = ℓ
9(L−1)
P Λm

∫
d11x

√
−G(11)D2kR4 (14.1)

où ℓ9P ∼ 2κ2
11 est la longueur de Planck en dimension onze. Pour la théorie de supergravité

κ11 est la constante de couplage et servira de paramètre de comptage de boucle. Λ est un
paramètre de coupure ultra-violette dont nous préciserons plus bas l’origine et la valeur dans
le cadre de notre schéma de renormalisation. Le degré de divergence ultra-violette superficiel
d’un diagramme à quatre gravitons à L-boucles en dimension onze est

AL = [Λ]11+9(L−1) = R4 [Λ]9L−6 (14.2)

La supersymétrie N = 8 de la théorie garantit que toutes les amplitudes à quatre gravitons
en dimension quelconque faʃorisent un terme en R4 [69], ce qui réduit le degré de diver-
gence UV de la théorie. En fait nous allons montrer dans la suite que le comportement UV des
diagrammes en boucles en supergravité est encore meilleur puisqu’aux ordres plus élevés en
boucles des puissances supplémentaires des moments externes peuvent être faʃorisées don-
nant le comportement

29
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AL = [Λ](D−2)L−6−2βL D2βLR4 (14.3)

Dans la suite nous expliquons comment nous déterminons βL en fonʃion de l’ordre L en
boucles.

Ici nous ne discutons que les contributions des amplitudes à quatre points, et nous n’avons
pas accès aux contributions qui ne reçoivent de contributions que des amplitudes à plus de
points. Il n’est pas suffisant d’avoir montré que toutes les amplitudes à 4 points sont finies dans
l’ultra-violet pour déduire que la théorie est finie dans l’ultra-violet. Car même si l’unitarité
relie les amplitudes à n points à celles à quatre points des divergences supplémentaires sont
introduites par l’intégration sur l’espace des phases.

Dans le reste de ce texteL dénotera l’ordre en boucle des diagrammes en dimension onze,
et h ou g feront référence au genre des diagrammes de théories des cordes.

• Pour la corde de type IIA

Après la réduʃion de la théorie sur un cercle de rayon R11, les amplitudes en boucles
peuvent être développées en puissance successives des impulsions externes. Nous conservons
toujours des états externes de masse nulle et les excitations de Kaluza-Klein tournent dans les
boucles. La contribution à l’opérateur D2kR4 d’un diagramme à L-boucles en supergravité en
dimension onze est

S
(βL+v+3)
L =

wL∑
w=0

ℓ
9(L−1)
P

Λ9L−6−2βL−w

Rw−2
11

(R2
11D

2)vD2βLR4 (14.4)

Dans cette formule apparaissent le cutoff ultraviolet Λ et le rayon du cercle de compaʃification
R11 qui joue le rôle de régulateur infrarouge. La variable w paramètrise les divergences sous-
dominantes du diagramme à L-boucle donc 0 ≤ w ≤ wL < 9L−6−2βL, la variable v ∈ N est
un entier positif décrivant les effets des modes de Kaluza-Klein intervenant dans les boucles.

En utilisant le diʃionnaire (10.1) cette expression devient dans les variables de la théorie
des cordes de type IIA

S
(k+3)A
m,h = ℓ2k−2

s Λδ
∫
d10x

√
−gA ch e2(h−1)φA D2kR4 (14.5)

où
δ = 9L− 6 − 2βL − w; h = 1 + k − w + 2βL

3
. (14.6)

Dans cette expression h est le genre en boucle où apparaît ce couplage dans un calcul pertur-
batif en théorie des cordes.

Puisque w paramétrise les divergences UV sous dominantes nous avons
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w = 3 + 3k − 3h− 2βL ≥ 0 ⇐⇒ h ≤ k + 1 − 2βL
3

(14.7)

La struʃure connue des diagrammes à deux boucles en supergravité et en théorie des cordes
garantit que βL ≥ 2 pour L ≥ 2. Nous en déduisons donc que [16]

⊲ La borne maximale sur le genre en boucle où peut apparaître le couplage D2kR4 est
hmax = k. Cette borne est obtenue uniquement pour le diagramme à une boucleL =
1 pour lequel β1 = 0. Ainsi la contribution maximale au couplage D2kR4 en théorie
des cordes est complètement déterminée par sa valeur obtenue par le diagramme à
une boucle en 11D [8,12]. Les diagrammes d’ordres plus élevésL ≥ 1 contribuent aux
couplages en D2kR4 en renormalisant les contributions en genre h < k dans l’aʃion
effeʃive des théorie des cordes de type II en dimension dix.

⊲ Ces même inégalités impliquent le résultat équivalent que les amplitudes en genre h
à quatre gravitons se comportent comme

A(4)
h ∼ D2hR4 + · · · (14.8)

donc satisfont
βh = h . (14.9)

Ces comportements ont été confirmés par Berkovits jusqu’à l’ordre de cinq boucles
en utilisant le formalisme non minimal des spineurs purs [70] .

• Pour la corde de type IIB

Dans le cas de la théorie de type IIB les couplages sont des fonʃions de la constante
de couplage complexifiée τ = C(0) + i/gs identifiée avec la struʃure complexe Ω du tore sur
lequel nous avons compaʃifié la théorie M. En considérant la théorie en dimensions neuf nous
obtenons

S
(k)
L = (ℓP )9(L−1)Λn V−m

∫
d9xV

√
−G9 h(Ω, Ω̄)D2kR4

= Λ̂n
∫
d9x r

(4m−2k−3)/3
B (gIIBs )(2k−m)/3 h(Ω, Ω̄)

√
−g D2kR4

(14.10)

où nous avons utilisé le diʃionnaire (10.3) pour convertir les variables de la théorie M en celles
de la théorie de type IIB. Les contributions linéaires en le rayon rB telles que

m =
k + 3

2
, (14.11)

se décompaʃifient dans la limite rB → ∞ en une contribution à l’aʃion effeʃive de type IIB
en dimension dix

S(k) =
∫
d10x

√
−gIIB τ

k−1
2

2 h(Ω, Ω̄)D2kR4 . (14.12)
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En utilisant la contrainte dimensionnelle n + 2m + 2k = 9L − 6 et (14.11) alors le degré de
divergence du diagramme à L-boucle donnant le terme en D2kR4 est

n = 9(L− 1) − 3k ≥ 0 . (14.13)

La valeur minimale positive de n satisfaisant cette égalité est telle que
⊲ le terme en R4 en type IIB est donné par la contribution finie du diagramme à une

boucle V−3/2 f (3)(Ω).
⊲ le terme en D4R4 est donné par V−5/2 f (5) venant de la divergence sous-dominante

Λ3 du diagramme à deux boucles L = 2.
⊲ le terme en D6R4 est donné par la contribution finie du diagramme L = 2 à deux

boucles V−3 f (6).
⊲ le termes en D8R4 reçoivent une contribution V−7/2 f (7) de la divergence sous-

dominante Λ6. Mais ce n’est pas la seule contribution à ce couplage.
Les fonʃions f (3), f (5) et f (6) sont les  formes modulaires contraintes par les  équa-

tions différentielles (8.2). Nous donnerons leur forme précise dans la suite, déduite des dia-
grammes avec L ≥ 2. Les valeurs non minimales de n satisfaisant la relation (14.13) correspon-
dent aux renormalisations possibles de ces couplages par des contributions en boucles d’ordre
supérieure L ≥ 2.

Dans les seʃions suivantes nous analysons les diagrammes à une et deux boucles en di-
mension onze et nous en déduisons les équations différentielles (8.2).

Il n’est toujours pas connu quelle théorie fondamentale décrit la théorie M, néanmoins il
est clairement établi [62,4] que l’inclusion des termes de dimension supérieure à deux néces-
site des correʃions quantiques à la struʃure du superespace de la supergravité en dimension
onze. La membrane (ou M2-brane) est sûrement le candidat le plus prometteur pour donner
une description fondamentale de la théorie M mais la quantification d’un tel objet étendu n’est
pas comprise. Nous nous contenterons dans la suite d’une analyse ne faisant intervenir que les
degrés de liberté de masse nulle de la théorie. Et plutôt que d’essayer de construire ces ampli-
tudes à partir de principes premiers (en utilisant les méthodes décrites dans [71,72,73,21,22,74]),
nous utiliserons la construʃion basée sur l’unitarité due à Bern et al. [75].

15. Amplitude à une boucle en onze dimensions

Dans cette seʃion nous décrivons les propriétés de l’amplitude à quatre gravitons à une
boucle en dimension onze et sa réduʃion en dimension dix sur un cercle de rayon R11 et en
dimension neuf sur un tore de rayons (R10, R11).
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(a) (b)

R4

	Fig. 3 Diagramme à une boucle avec son coʌre-terme

L’amplitude à une boucle à quatre gravitons en dimension onze est donnée par [11],

A
(1)
4 =

κ4
11

(2π)11
R4 [Ibox(S, T ) + Ibox(U, S) + Ibox(T,U)], (15.1)

où la fonʃion Ibox est donnée par l’intégrale à une boucle pour la théorie scalaire ϕ3 de masse
nulle,15

Ibox(S, T ) =
∫
d11q

1
q2

1
(q + k1)2

1
(q + k1 + k2)2

1
(q − k4)2

, (15.2)

avec qµ (µ = 0, · · · , 10) le moment en dimension onze.
Le fait que cette amplitude faʃorise le terme à huit dérivées R4 est une conséquence

de la supersymétrie [75,11] et a pour conséquence la réduʃion du degré de divergence des
amplitudes. L’amplitude à une boucle (15.2) diverge comme Λ3. Cette divergence est soustraite
par le contre terme de la figure 3(b) avec

δA
(1)
4 =

κ4
11

(2π)11
R4 π3

2ℓ3P
c1 . (15.3)

La valeur finie obtenue après soustraʃion est déterminée dans la suite à partir des contraintes
de dualité et le speʃre des cordes. Cette procédure est expliquée dans la sous-seʃion suivante.

• Compactification sur un tore

Nous considérons la compaʃification de cette amplitude sur un tore T 2. Les moments
de Kaluza-Klein dans la boucle sont (l21/R

2
11, l

2
2/R

2
10), et nous conservons les polarisations des

gravitons dans les 9 direʃions transverses au tore. L’amplitude prend la forme

I(S, T ) =
1
ℓ2PV

∫ 4∏
r=1

dσr

∫
d9q

∑
{l1,l2}

e−G
IJ lI lJσ−

∑4

r=1
p2rσr , (15.4)

15 Ceci est une conséquence non triviale de la supersymétrie qui a des implications très importantes sur le degré de divergence
ultra-violette de la théorie. De façon générale à l’ordre d’une boucle nous aurions attendu l’apparition d’un diagramme triangulaire avec
un vertex en ϕ4 et deux vertex en ϕ3, et une bulle avec deux vertex en ϕ4, par exemple. Mais ces diagrammes n’apparaissent pas dans
les amplitudes à une boucle jusqu’à sept états externes [76].
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où σ =
∑4
r=1 σr est la somme des paramètres de Schwinger qui ont la dimension (longueur)2,

et pr = q +
∑r
s=1 ks avec q le moment dans la boucle et kr les impulsions des états ex-

ternes. Après intégration sur le moment q nous obtenons que chacune des intégrales scalaires
dans (15.4) peut être écrite comme

I(S, T ) =
2π

9
2

ℓ2PV

∫ ∞

0

dσ σ− 3
2

∫
TST

3∏
r=1

dωr
∑

{l1,l2}

e−G
IJ lI lJσ−Q(S,T ;ωr)σ (15.5)

avec Q(S, T ;ωr) = −Sω1(ω3 − ω2) − T (ω2 − ω1)(1 − ω3). Le domaine d’intégration indiqué
par TST est défini par 0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ω3 ≤ 1. Les deux autres contributions dans (15.4) sont
données par les deux régions TTU : 0 ≤ ω3 ≤ ω2 ≤ ω1 ≤ 1 et TSU : 0 ≤ ω2 ≤ ω1 ≤ ω3 ≤ 1.
L’intégrale (15.5) est évaluée pour S, T < 0 où elle est convergente puis continuée analytique-
ment à la région physique. Nous séparons l’amplitude en une contribution indépendante des
impulsions externes Io et une contribution dépendant des impulsions externes I ′(S, T ) selon

I(S, T ) = Io + I ′(S, T ) . (15.6)

avec
Io ≡ I(0, 0) =

π4

ℓ2PV

∫ ∞

0

dσσ− 3
2

∑
{l1,l2}

e−πG
IJ lI lJσ. (15.7)

Comme l’amplitude à une boucle dont elle est originaire cette expression est cubiquement
divergente pour σ → 0. Cette divergence est isolée par une resommation de Poisson sur les
entiers l1 et l2. La divergence est alors localisée dans le seʃeur l̂1 = l̂2 = 0, avec le résultat

Io =
π3

2ℓ3P

(
4π
3

(ΛℓP )3 + V− 3
2E3/2(Ω, Ω̄)

)
, (15.8)

où Λ3 est la valeur régularisée de la divergence du seʃeur l̂1 = l̂2 = 0. Le terme fini est donné
par une fonʃion de la struʃure complexe Ω du tore, qui en vertu du diʃionnaire (10.1) est une
fonʃion de la constante de couplage de la théorie des cordes de type IIB

Es =
∑

(m,n)6=(0,0)

Ωs2
|m+ nΩ|2s

= 2ζ(2s)e−sφ
B

+ 2πζ(2s− 1)
Γ(s− 1/2)

Γ(s)
e−(1−s)φB + non − perturbatif .

(15.9)

La dépendance en le volume V est telle que dans la limite de décompaʃification V → ∞,
ce terme disparaît et seul le terme en Λ3 contribue à l’aʃion effeʃive de la théorie M en
dimension onze.
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La limite V → 0 est celle qui permet d’obtenir l’aʃion effeʃive de la théorie de type IIB
en dimension dix, selon (14.10). Le terme ainsi calculé survit la limite de type IIB et donne le
couplage en R4 à l’aʃion effeʃive de type IIB. Le développement en mode de Fourier de la
fonʃionE3/2 montre que ce couplage reçoit une contribution aux ordres en arbre, une boucle
et non-perturbatives.

Nous étudions maintenant la fonʃion I(S, T ) dans (15.5) en termes des impulsions ex-
ternes. Pour cela nous séparons la partie avec les modes de Kaluza-Klein nuls l1 = l2 = 0 du
reste selon

I ′(S, T ) = I0(S, T ) +
∞∑
n=2

In(S, T ) . (15.10)

La partie non analytique de l’amplitude est contenue dans le terme I0(S, T ) qui prend la forme
en dimension d

ℓ2PV I0
d(S, T ) = 2π

d
2

∫ ∞

0

dσ σ3− d
2

∫
TST

3∏
r=1

dωr

(
e−Q(S,T ;ωr)σ − 1

)
= 2π

d
2 Γ(4 − d

2 )
∫
TST

3∏
r=1

dωrQ(S, T ;ωr)
d−8
2

= 2π
d
2 Γ(4 − d

2 ) (−Gst)
d−8
2 ,

(15.11)

avec

Gnst =
∫
TST

3∏
r=1

dωr(−Q(S, T ;ωr))n. (15.12)

Les quantités Gntu et Gnus sont définies de même après une permutation circulaire des variables
S, T et U. Pour le cas d = 9 qui nous intéresse plus particulièrement nous avons

ℓ2PV I0(S, T ) ≡ −8π5(−Gst)
1
2 = −8π5

∫
TST

3∏
r=1

dωr(Q(S, T ;ωr))
1
2 , (15.13)

qui présente la struʃure en racine carrée typique des seuils normaux en dimension neuf dus
aux particules de masse nulle se propageant dans les boucles (ce qui correspond aux seuils de
la théorie des champs).

Les termes In dans (15.10) sont des polynômes homogènes de degré n dans les variables S
et T

ℓ2PV In(S, T ) = 2π
9
2
Gnst
n!

∫ ∞

0

dσ

σ
3
2−n

∑
(l1,l2)6=(0,0)

e−G
IJ lI lJσ

= 2π
9
2 Γ(n− 1

2 )ℓ2n−1
P Vn−

1
2
Gnst
n!

E
n− 1

2
(Ω, Ω̄) .

(15.14)

Ces termes font intervenir les séries d’Eisenstein Es définies dans (15.9).
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En utilisant encore une fois le diʃionnaire (10.1) nous obtenons l’aʃion effeʃive à quatre
points de type IIA

SIIA4pt =
1
l2s

∫
d9x
√
−gIIA R4 rA

[
2ζ(3)e−2φA +

2π2

3r2A
+

2π2

3
− 8π2rA ls(−W)

1
2

+8π
3
2

∞∑
n=2

(
Γ(n− 1

2 )ζ(2n− 1)
r
2(n−1)
A

n!
(l2sW)n

+
√
πΓ(n− 1)ζ(2n− 2)

e2(n−1)φA

n!
(l2sW)n

)]
+ non − perturbatif,

(15.15)

et l’aʃion effeʃive de type IIB

SIIB4pt =
1
l2s

∫
d9x
√

−gIIB R4 rB

[
2ζ(3)e−2φB +

2π2

3
+

2π2

3
1
r2B

− 8π2

r3B
ls(−W)

1
2

+8π
3
2

∞∑
n=2

(
Γ(n− 1

2 )ζ(2n− 1)
1
n!

(l2sW)n

r2n−2
B

+
√
πΓ(n− 1)ζ(2n− 2)

e2(n−1)φB

n!
(l2sW)n

r2n+2
B

)]
+ non − perturbatif ,

(15.16)

avec
Wn = (Gst)n + (Gtu)n + (Gus)n. (15.17)

Les premiers termes des développements (15.15) et (15.16) donnent les couplages à l’ordre
des arbres qui reproduisent les résultats donnés par l’amplitude de Veneziano [49]. Le reste
des termes sur la première ligne et la seconde ligne sont des contributions à une boucle. Et la
troisième ligne donne des contributions à n boucles aux couplages D2nR4.

La contribution totale de l’amplitude à une boucle en dimension neuf à l’ordre en R4 est

SR4 =
1

3 · (4π)7 ℓP

∫
d9x

√
−G V R4

(
V− 3

2E 3
2
(Ω, Ω̄) + c1 +

4π
3

(ΛℓP )3
)
, (15.18)

qui en termes des variables de cordes selon le diʃionnaire (10.1)

SR4 =
1

3 · (4π)7 ls

∫
d9x

√
−gB rBR4

(
2ζ(3)e−2φB +

2π2

3
+
c1 + 4π(ΛℓP )3/3

r2B
+ · · ·

)
=

1
3 · (4π)7 ls

∫
d9x

√
−gB rAR4

(
2ζ(3)e−2φA +

2π2

3
1
r2A

+ c1 +
4π
3

(ΛℓP )3 + · · ·
)
.

(15.19)
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L’égalité16 de l’amplitude à quatre gravitons à une boucle en type IIA et IIB en dimension
neuf implique que l’on doit identifier les termes de ces deux aʃions terme à terme en puis-
sances de r = rA = rB ou de façon équivalente tel que chaque aʃion doit être invariante
sous la transformation r ↔ 1/r.  Cette symétrie est respeʃée pour le premier terme car
rB exp(−2φB) = rA exp(−2φA) et si la valeur du contre terme c1 satisfait la relation

c1 =
2π2

3
− 4π

3
(ΛℓP )3 . (15.20)

En ceci consiste notre schéma de régularisation, qui se trouve être compatible avec la super-
symétrie [11].

Nous avons mentionné que les amplitudes à quatre gravitons à une boucle en type IIA
et type IIB doivent être identiques mais il est clair que les secondes lignes de (15.15) et (15.16)
ne sont pas invariantes sous les transformations r → 1/r, ce qui signifie que le calcul à une
boucle que nous avons présenté ne donne pas toute l’information sur l’aʃion effeʃive de la
théorie des cordes. En fait pour reconstruire complètement l’aʃion effeʃive des cordes il est
nécessaire de considérer tous les ordres en boucles, ce qui est symbolisé par le diagramme 4
indiquant la relation entre les éléments de matrice S de la supergravité en dimension onze et
celle de la théorie des cordes.

	Fig. 4 Relatioʋ eʌre lʆ élémeʌs de matrice S de la théorie dʆ cordʆ et en théorie M

La limite de décompaʃification en dimension dix est rA → ∞ pour la théorie de type IIA
ou rB → ∞ pour la théorie de type IIB. La dernière ligne de (15.15) donne des contributions
au genre n aux couplages D2nR4 dans l’aʃion effeʃive de type IIA en dimension dix. Ces

16 Ces deux amplitudes sont identiques parce que les contraintes cinématiques ne permettent pas de contribution de la struʃure
de spin impaire qui permet de différencier la chiralité des deux théories. Ce ne sera pas le cas des amplitudes au delà de 3 boucles en
théorie des cordes, et l’aʃion effeʃive de la théorie de type IIA est différente de celle de type IIB. Egalement les amplitudes à plus
de quatre points à une boucle ne sont pas identiques.
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contributions sont celles de l’ordre dominant des amplitudes à n boucles données dans (14.8).
Les arguments de la seʃion 14 garantissent que les ordres supérieurs en boucles en 11D ne
changeront pas ce résultat.

Dans l’expression de type IIB nous voyons que les termes des deuxièmes et troisièmes
lignes tendent vers zéro dans la limite rB → ∞ et ne survivent pas la limite de décompaʃifi-
cation. Les contributions en dérivées d’ordre supérieur en type IIB viennent des diagrammes
en boucles d’ordre supérieur.

• Contributions des seuils normaux de masse nulle

Les amplitudes en boucles sont des fonʃions analytiques non triviales des variables ciné-
matiques de Mandelstam. La struʃure non triviale est induite par la propagation de particules
dans les boucles et est la base des relations d’unitarité de la matrice S de diffusion.

Les termes dans la deuxième ligne de l’aʃion effeʃive de type IIA (15.15) divergent lorsque
rA tend vers l’infini. En fait ces termes doivent être resommés pour donner la struʃure ana-
lytique de l’amplitude à une boucle en dimension dix. Dans les variables de la théorie M ces
contributions sont données par

− 4π5

ℓ2PV
(−W)

1
2 + 4π

9
2

∞∑
n=2

ℓ2n−3
P

WnVn− 3
2

n!
Γ(n− 1

2 )ζ(2n− 1)
(
R10

R11

)n− 1
2

= − 4π5

ℓ3PV
∑
r∈Z

(
r2

R2
10

− ℓ2PW
) 1

2

− 1
ℓ3PR11R2

10

4π5ζ(−1)Γ(−1
2 ).

(15.21)

Le deuxième terme dans la seconde ligne est compensé par une contribution équivalente dans
la première ligne de (15.15). La limite de décompaʃification en dimension dix de∫

Tst

3∏
r=1

dωr

− 8π2

ℓ3PV
∑
r∈Z

(
r2

R2
10

+ ℓ2PQ(S, T ;ωr)
) 1

2

 (15.22)

est donnée par l’intégrale

lim
R10→∞

− 4π5

ℓ3PV
∑
r∈Z

(
r2

R2
10

− ℓ2PW
) 1

2

= − 8π5

ℓ3PR11

∫ ∞

0

dy(y2 − ℓ2PW)
1
2

=
2π5

ℓPR11
W (ln(−W) − 2) .

(15.23)

Le paramètre de régularisation (infra-rouge) de l’intégrale pour y → ∞ à été réabsorbé dans
le logarithme de façon implicite. Cette expression est celle des seuils normaux de masse nulle
de l’amplitude à quatre gravitons en dimension dix [69]

R4(Gst lnGst + Gtu lnGtu + Gus lnGus)
∼ R4(Gst lnGst + Gtu lnGtu + Gus lnGus) .

(15.24)
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où les quantités Gst,Gtu and Gus sont définies en terme des variables des cordes.

(Gst)n =
∫
Tst

3∏
r=1

dωr (−sω1(ω3 − ω2) − t(ω2 − ω1)(1 − ω3))
n
. (15.25)

16. Amplitude à deux boucles en dimension onze

Après avoir analysé l’amplitude à une boucle en dimension onze nous passons à l’analyse de
l’amplitude à deux boucles. Comme nous l’avons vu plus haut les résultats extraits de l’amplitude
à une boucle ne donnent pas l’aʃion effeʃive de corde complète et nous allons voir comment
l’amplitude à deux boucles complète ces résultats.

Nous construisons l’amplitude à quatre gravitons à deux boucles en utilisant la méthode
des coupures. Il a été montré par Bern et al. dans [75] que la supersymétrie de la théorie im-
plique que l’amplitude à deux boucles se réduit encore à la somme de diagrammes pour la
théorie ϕ3 scalaire le tout multiplié par la struʃure tensorielle D4R4.

L’ensemble des diagrammes peut être construit en utilisant des coupures à deux particules
et est donné dans la figure 5. Le diagramme 5(c) est obtenu à partir du contre-terme introduit à
une boucle et est proportionnel à c1 déterminé par la relation (15.20). Le seul nouvel arbitraire à
cette ordre en boucles est contenu dans le contre-terme donné par le diagramme 5(d) associé à
la divergence superficielle du diagramme à deux boucles.17 Puisque l’amplitude à deux boucles
est multipliée par le faʃeur deD4R4 nous avons β2 = 2 et la divergence est celle de la théorie
ϕ3 en dimension onze, qui est Λ8.

	Fig. 5 Lʆ diagrammʆ scalairʆ ϕ3 planaire (a) et non-planaire (b) qui coʌribueʌ à l’amplitude
à quatre gravitoʋ en dimeʋion onze. Lʆ coʌributioʋ (c) et (d) corrʆpondeʌ rʆpeʇivemeʌ au coʌre-
termʆ ʅsociés aux divergencʆ sọ-dominaʌe et dominaʌe.

La somme des diagrammes planaire 5(a) et non-planaire 5(b) est donnée par

A
(2)
4 = i

κ6
11

(2π)22
R4
[
S2
(
IP (S, T ) +IP (S,U) +INP (S, T ) +INP (S,U)

)
+ perms.

]
, (16.1)

où perms symbolise les permutations sur les variables S, T et U. La présence du faʃeur en S2

indique que cette amplitude contribue à partir de l’ordre en D4R4. Les quantités IP (S, T ) et

17 La théorie n’est pas renormalisable par comptage de puissance en dimension onze.
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INP (S, T ) sont les fonʃions du diagramme à deux boucles planaire et non-planaire données
par

IP (S, T ) =
∫
d11pd11q

1
p2(p− k1)2(p− k1 − k2)2(p+ q)2q2(q − k3 − k4)2(q − k4)2

(16.2)

et

INP (S, T ) =
∫
d11pd11q

1
p2(p− k1)2(p+ q)2(p− k1 − k2)2q2(p+ q + k3)2(q − k4)2

.

(16.3)
Tout comme à l’ordre à une boucle nous étudions cette amplitude sur un cercleS1 de rayon

R11 et sur un tore T 2 de rayons R10 et R11. Les états externes ont toujours leur polarisation
dans les dimensions transverses aux direʃions de compaʃification.

Le diagramme planaire donne

IP (S, T ) =
1

ℓ2nP V2
n

∑
{mI ,nI}

∫
d11−np d11−nq

∫ 7∏
r=1

dσr e
−
[
GIJ (σmImJ+λnInJ+ρ(m+n)I(m+n)J )+

∑7

r=1
Krσr

]
,

(16.4)

où les indices I, J sont selon les direʃions du tore T n. Le veʃeur Kr est défini par

Kr = (p, p− k1, p− k1 − k2, q, q − k4, q − k3 − k4, p+ q), (16.5)

et les paramètres de Schwinger sont

σ = σ1 + σ2 + σ3, λ = σ4 + σ5 + σ6, ρ = σ7. (16.6)

Le diagramme non-planaire est donné par

INP (S, T ) =
1

ℓ2nP V2
n

∑
{mI ,nI}

∫
d11−np d11−nq

∫ 7∏
r=1

dσr e
−
[
GIJ (σmImJ+λnInJ+ρ(m+n)I(m+n)J )+

∑7

r=1
K′2
r σr
]
,

(16.7)

avec
K ′
r = (q, q − k4, p, p− k1, p− k1 − k2, p+ q, p+ q + k3), (16.8)

et
σ = σ1 + σ2, λ = σ3 + σ4 + σ5, ρ = σ6 + σ7. (16.9)
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Après intégration sur les impulsions internes p et q nous obtenons

IP (S, T ) =
π11−n

ℓ2nP V2
n

∑
{mI ,nI}

∫ ∞

0

dσdλdρ
σ2λ2

Δ
11−n

2

e−G
IJ (σmImJ+λnInJ+ρ(m+n)I(m+n)J )

∫ 1

0

dv2dw2

∫ v2

0

dv1

∫ w2

0

dw1e
T σλρΔ (v2−v1)(w2−w1)+S[σλρΔ (v1−w1)(v2−w2)+σv1(1−v2)+λw1(1−w2)],

(16.10)
et

INP (S, T ) =
π11−n

ℓ2nP V2
n

∑
{mI ,nI}

∫ ∞

0

dσdλdρ
2σλ2ρ

Δ
11−n

2

e−G
IJ (σmImJ+λnInJ+ρ(m+n)I(m+n)J )

∫ 1

0

du1dv1dw2

∫ w2

0

dw1e
T σλρΔ (w2−w1)(u1−v1)+S[

(σ+ρ)λ2

Δ w1(1−w2)+
σλρ
Δ (w1(1−u1)+v1(u1−w2))] .

(16.11)
En développant les exponentielles nous obtenons des termes en dérivées d’ordre supérieur par
rapport à D4R4. Nous étudions plus bas le cas de D6R4.

• Le couplage en D4R4

Le couplage enD4R4 correspondant au terme dominant de l’amplitude à deux boucles est
obtenu en posant égal à zéro les impulsions externes. A cet ordre la somme des contributions
planaires et non-planaires donne

IP (0)+INP (0) =
π11−n

3 ℓ2nP V2
n

∑
{mI ,nI}

∫ ∞

0

dσdλdρ
1

Δ
7−n

2

e−G
IJ (σmImJ+λnInJ+ρ(m+n)I(m+n)J ) .

(16.12)
Tout comme dans le cas de l’amplitude à une boucle cette amplitude diverge pour toutes les
valeurs des entiers des modes de Kaluza-Klein dans la région où σ, λ, ρ ∼ 0. Nous isolons la
divergence ultra-violette de ce diagramme en procédant à une resommation de Poisson sur les
entiers mI et nI. Après resommation, il est pratique d’introduire les variables

σ̂ =
σ

Δ
, λ̂ =

λ

Δ
, ρ̂ =

ρ

Δ
, (16.13)

et
Δ = σλ+ σρ+ λρ = Δ̂−1 = (σ̂λ̂+ σ̂ρ̂+ λ̂ρ̂)−1. (16.14)

et l’amplitude (16.12) devient

IP+NP (0) =
π7

3

∑
{mI ,nI}

∫ ∞

0

dσ̂ dλ̂ dρ̂ Δ̂1/2 e−πEw , (16.15)
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avec
Ew(σ̂, λ̂, ρ̂) = GIJ

(
λ̂m̂Im̂J + σ̂n̂I n̂J + ρ̂(m̂+ n̂)I(m̂+ n̂)J

)
, (16.16)

qui est une fonʃion des paramètres d’enroulement. Afin de faire apparaître les divergences
encore plus clairement nous introduisons les nouvelles variables modulaires [8]

τ1 =
ρ̂

ρ̂+ λ̂
, τ2 =

√
Δ̂

ρ̂+ λ̂
, V = ℓ2P

√
Δ̂ . (16.17)

et la mesure d’intégration devient

dλ̂dσ̂dρ̂ = 2ℓ−6
P dV V 2 d

2τ

τ2
2

, (16.18)

où d2τ = dτ1dτ2.
Le domaine d’intégration est [0,∞[ pour la variable V alors que le paramètre complexe τ

est restreint au sous groupe Γ0(2) de Sl(2,Z) (cf. la partie grisée de la figure 6)

FΓ0(2) =

{
0 ≤ τ1 ≤ 1, τ2

2 +
(
τ1 −

1
2

)2

≥ 1
4

}
. (16.19)

Dans ces nouvelles variables l’amplitude (16.12) devient

IP+NP (0) =
2π7

ℓ8P

∑
{m̂I ,n̂I}

∫ ∞

0

dV V 3

∫
FΓ0(2)

d2τ

τ2
2

e
−π VGIJ

ℓ2
P
τ2

[(m̂+τn̂)I(m̂+τ̄ n̂)J ]
. (16.20)
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	Fig. 6 Domaine d ’iʌégration de l’amplitude à deux bouclʆ. La domaine en grʉ ʆt celui pour Γ0(2)
qui préseʌe 3 poiʌʆ (cups) en τ = 0, 1 et τ ∼ i∞ corrʆpondaʌ aux divergencʆ sọ-dominaʌʆ du
diagramme lorsqu’une boucle diverge.

Dans ces nouvelles variables les divergences de l’amplitude à deux boucles sont facilement
isolées.

⊲ La divergence superficielle en Λ8 du diagramme vient de la région V → ∞ pour
toutes les valeurs de τ. Nous régularisons cette divergence en restreignant le domain
d’intégration de V à V ≤ Λ2. Le contre-terme associé à cette divergence est la con-
tribution en Λ8 du diagramme 5(d).
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⊲ Les divergences sous-dominantes apparaissent lorsque τ approche l’une des régions
en pointe du domaine Γ0(2) : τ → (∞, 0, 1). Nous régularisons cette divergence
en restreignant le domaine d’intégration de τ2 par τ2 ≤ τ c2 = Λ2/V . Ces régimes
correspondent à une boucle qui diverge et il est facile de vérifier que l’intégrale se
comporte comme Λ3 dans ce régime. Cette divergence est régularisée par le contre-
terme 5(c).

En spécialisant au cas du tore T 2, la fonʃion des modes d’enroulement dans (16.16) prend
la forme

Ew =
VV
Ω2τ2

|(1 Ω)A(τ 1)|2 − 2VV det(A) , (16.21)

où nous avons utilisé la paramétrisation de la métrique du tore en termes de son volume V et
de sa struʃure complexe Ω

GIJm̂Im̂J = ℓ2PV
|m̂1 + m̂2Ω|2

Ω2
, (16.22)

et défini la matrice 2 × 2 A = (m̂I , n̂I). L’amplitude (16.20) prend alors la forme familière

IP+NP (0) =
2π7

ℓ8P

∫ V c

0

dV V 3

∫
Fτc

2

d2τ

τ2
2

τ2Γ(2,2)(V,Ω;V, τ) . (16.23)

où nous reconnaissons l’expression de l’amplitude à une boucle en théorie des cordes compaʃ-
ifiée sur un tore T 2.

Cette expression est facilement analysée par la méthode des orbites [29,8] qui nous donne
les trois cas suivants
(I) L’orbite singulière pour laquelle tous les modes d’enroulement sont nulsA = 0. Cette con-

tribution donne la divergence dominante en Λ8. Le contre-terme dans l’aʃion effeʃive
est ∫

d9x
√
−GD8R4 =

∫
d9x

√
−gIIA (gIIAs )4/3D8R4 (16.24)

qui n’a aucune interprétation en théorie des cordes. Notre schéma de régularisation nous
impose de soustraire cette divergence selon

A
(2)
div + δ2A

(2)
∣∣∣
5(d)

= D8R4 (Λ8 + c2) = 0 . (16.25)

(II) L’orbite dégénérée pour laquelle detA = 0 mais A 6= 0. Ces configurations sont don-
nées par les classes d’équivalence à droite sous l’aʃion de SL(2,Z).  Ces orbites sont

paramétrisées par [A] = {
(

0 l
0 k

)
γ, γ ∈ Sl(2,Z)}. L’aʃion à droite de Sl(2,Z) peut

être réabsorbée par une transformation du paramètre modulaire τ. La somme de toutes
ces transformations déplie le domaine fondamental en la bande −1/2 ≤ τ1 ≤ 1/2 et
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0 ≤ τ2. Dans cette bande l’intégrale est divergente dans la région τ2 → ∞ et donne lieu à
la divergence sous-dominante en Λ3. En coupant les grandes valeurs de τ2 on montre que
cette contribution est donnée par [8]

A
(2)
s−div =

π5/2Λ3

ℓ5P
V− 5

2E 5
2
. (16.26)

a cette contribution nous devons ajouter celle du contre-terme venant du diagramme 5(c)
selon

A
(2)
s−div + δ1A

(2)
∣∣∣
5(c)

= (Λ3 + c1) ×
π5

2 ℓ5P
V− 5

2E 5
2

=
2π2

6 ℓ5P
× π5V− 5

2E 5
2
.

(16.27)

Nous avons utilisé la valeur déterminée à une boucle (cf. l’équation (15.20)) pour le contre-
terme c1.

(III) L’orbite non dégénérée det(A) 6= 0. Les classes d’équivalence sous l’aʃion à droite de

SL(2,Z) sont paramétrisées par A = ±
(
m j
0 n

)
où 0 ≤ j ≤ m − 1 , m > 0 et n 6= 0.

Dans ce cas le domaine fondamental est déplié en le plan complexe supérieur. Cette orbite
non dégénérée donne une contribution finie à l’amplitude, donnée par

2π4ζ(3)ζ(4)
ℓ8P

V−4 (16.28)

Nous avons donc déterminé le couplage en D4R4 à partir du diagramme à deux boucles
et il est donné par

SD4R4 =
ℓ3P

96 · (4π)7

∫
d9x

√
−GV D4R4

(
V− 5

2E 5
2
(Ω, Ω̄) +

8
π2
ζ(3)ζ(4)V−4

)
(16.29)

Ce couplage reçoit donc une contribution à l’ordre des arbres et deux boucles, et des con-
tributions non perturbatives en théorie de type IIB. Cette expression prend la forme suivante
dans les variables de la théorie de type IIB

SD4R4 =
l3s

96 · (4π)7

∫
d9x
√
−gB rB D4R4

(
e

1
2φ

B

E 5
2
(Ω, Ω̄) +

8
π2
ζ(3)ζ(4) r2B

)
. (16.30)

Le dernier terme en r2B est une contribution à une boucle g = 1 en théorie des cordes qui
vient compléter celle de l’aʃion effeʃive (15.16) obtenue à partir du diagramme à une boucle
en dimension onze, pour restaurer la symétrie r → 1/r à cet ordre en dérivées. Le coefficient à
deux boucles contenu dans E5/2 est le même que le coefficient à deux boucles pour la théorie
de type IIA obtenu dans (15.15). Ce qui n’est pas surprenant car il faut aller jusqu’à 5 boucles
pour voir l’effet de la chiralité des théories sur les couplages à quatre points. Ces couplages
ont été confirmés récemment par D’Hoker et Phong par un calcul direʃ en genre deux dans
[13]. L’exaʃitude de ce résultat est confirmée par la struʃure des diagrammes à trois boucles
établie par le travail récent de Bern et al. [77].
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• Le couplage en D6R4

Après avoir étudié le comportement à impulsion nulle de l’amplitude à deux boucles
nous passons aux termes d’ordre supérieur en dérivées. Le développement de l’exponentielle
dans (16.10) et (16.11) donne un terme enD6R4. La compaʃification sur un tore T 2 est donnée
par l’intégrale

IP+NP
D6R4 = 2π8

∫ ∞

0

dV V 2

∫
F

d2τ

τ2
2

A(τ, τ̄) τ2Γ(2,2) , (16.31)

où
A(τ, τ̄) =

|τ |2 − |τ | + 1
τ2

+ 5
(τ2

1 − |τ1|)(|τ |2 − |τ1|)
τ2
2

. (16.32)

Nous voyons apparaître une fonʃion non triviale de τ dans l’intégrant de l’amplitude. Cette
fonʃion satisfait une équation différentielle

4τ2
2 ∂τ ∂̄τ̄A(τ, τ̄) = 12A(τ, τ̄) − 12τ2δ(τ1) , (16.33)

qui sera capitale pour extraite la dépendance en les modules du tore.
Plus généralement aux ordres suivants en dérivées apparaissent des fonʃions de plus en

plus compliquées mais qui satisfont des équations différentielles assez simples. La struʃure
générale est de la forme A =

∑N
i=1 ai(τ, τ̄) satisfaisant chacune une équation différentielle

Δai(τ, τ̄) = λiai(τ, τ̄) + τ2 P (τ2) δ(τ1) (16.34)

où P (τ2) est un polynôme en τ2 symétrique sous l’inversion : P (τ2) = P (−1/τ2).
Pour chacune des fonʃions satisfaisant une équation différentielle du type (16.34) nous

pouvons extraire le couplage en considérant l’aʃion du Laplacien ΔΩ sur l’intégrale et en util-
isant que le réseau Γ(2,2) satisfait l’identité

ΔΩ(τ2Γ(2,2)) = Δτ (τ2Γ(2,2)) , (16.35)

Ainsi l’intégrale (16.31) satisfait l’équation différentielle

ΔΩI
N+NP
D6R4 = 12 IN+NP

D6R4 − 3π3

2V3
Z2

3/2 (16.36)

où le terme non homogène vient de la contribution du terme inhomogène en δ(τ1) dans (16.33).
Puisque le réseau τ2Γ(2,2) ne dépend du volume V que selon la combinaison V V (cf. la for-
mule (16.21)), il est clair que le couplage (16.31) à la bonne dépendance en V−3 dans le vol-
ume de compaʃification pour survivre à la limite de décompaʃification en type IIB (cf.
l’équation (14.11)). Le couplage à l’aʃion effeʃive de type IIB sera donné par E(3/2,3/2) =
4V3/π3 IN+NP

D6R4 . Cette fonʃion est complètement caraʃérisée par l’équation différentielle

ΔΩE(3/2,3/2) = 12 E(3/2,3/2) − 6Z2
3/2 (16.37)

et la condition que le terme dominant dans la limite de couplage faible soit le terme des arbres
i.e. limΩ2→0 E(3/2,3/2) ∼ Ω3

2. Cette fonʃion contient des contributions perturbatives jusqu’à 3
boucles [12]. Nous avons donc β3 = 3 en accord avec le théorème de non renormalisation (14.8).
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• Corrections aux seuils normaux de masse nulle

La réduʃion de l’amplitude à une boucle sur un tore donnée dans l’équation (15.15) donne
dans les variables de type IIA une série de termes à une boucle en théorie des cordes qui présen-
tent des puissances positives en rA. Dans la limite de décompaʃification en dimension dix ces
contributions se resomment pour reconstruire la contribution en R̂4 s log(s) de l’amplitude à
une boucle (

1
rA

(−α′s)
1
2 − π

1
2

∞∑
n=2

Γ(n− 1
2
)ζ(2n− 1)

r2n−1
A

n!
s2n

)
R̂4

=
1
rA

∑
n∈Z

(
n2

r2A
− α′s

) 1
2

R̂4

−→rA→∞ s log(s) R̂4

(16.38)

De la même façon la resommation des contributions en r2k−7
A D2kR̂4 produit les contributions

en s4 log(s) que nous avons analysées dans la chapitre précédant. Cette fois ces contributions
viennent du diagramme à deux boucles L = 2 où sont resommés les modes de Kaluza-Klein
dans une des deux boucles, et où les modes de masses nuls sont conservés dans l’autre boucle.

D R
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R
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D
4

ζ(3)

(b)(a)

Λ
3

R
11

-3

	Fig. 7 Diagramme à deux bouclʆ coʌribuaʌ à la coʌribution en s4 log(s) en type IIA

Le cas de type IIB est différent car pour reconstruire les contributions donnant la struc-
ture non-analytique des seuil normaux de produʃion de particules, nous devons resommer les
modes d’enroulement plutôt que les modes de Kaluza-Klein.

Comme on le constate sur la formule (15.16) issue de la réduʃion de l’amplitude à une
boucle L = 1 seulement des puissances en 1/rB apparaissent. Il faut considérer les amplitudes
en ordre plus élevés L ≥ 2 afin d’obtenir les contributions d’enroulement qui se sommeront.
Ce phénomène est un cas particulier de la construʃion que nous décrivons qui ne donne des
expressions invariantes sous la T-dualité r → 1/r que seulement après sommation de plusieurs
diagrammes. Les diagrammes individuellement ne présentent pas cette invariance.

La struʃure de l’aʃion effeʃive en termes des variables de type IIB est

S =
∫
d9x
√
g(9) r

−1+ 4q−2k
3

B e
2k−q

3 φ fk,q(Ω)D2kR̂4 (16.39)
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où fk,q(Ω) est une forme modulaire invariante sous l’aʃion de Sl(2,Z) sur Ω. Les termes
linéaires en rB tels que q = 3/2 + k/2 donnent les contributions analytiques à l’aʃion ef-
feʃive de type IIb, et sont les contributions que nous avons discutées pour les termes en R4

(avec k = 2),D4R4 (avec k = 2) etD6R4 (avec k = 3). Les termes avec des puissances positives
de rB divergent et se resomment en les contributions non-analytiques du coté de type IIB

L’analyse des diagrammes à une boucle L = 1, deux boucles L = 2, trois boucles L = 3 et
des diagrammes associés à des divergences sous-dominantes à quatre boucles L = 4 donnent
la struʃure schématique suivante

S =
(
s log(s) + Ω− 3

2
2 Z 3

2
s4 log(s) + Ω−2

2 s5 log(s) + Ω− 5
2

2 Z 5
2
s6 log(s)

+Ω−3
2 (Z2

3
2

+ E( 3
2 ,

3
2 )) s

7 log(s) + · · ·
)
R4

(16.40)

17. Comportement ultra-violet des amplitudes dans la théorie N = 8

Les arguments que nous avons présentés, et surtout la connexion avec la struʃure de la
théorie des cordes nous permettent donc de supposer que βL = L pour L ≥ 2.

Dans ce cas le degré de divergence des amplitudes à quatre gravitons est

δL = (D − 4)L− 6 (17.1)

qui est le même degré de divergence que les amplitudes à quatre points en théorie de jauge
N = 4 SYM [78].18

Sous l’hypothèse que la formule (17.1) est valable à tous les ordres en boucles nous en
déduisons que la théorie est finie dans l’UV en quatre dimensions, et la théorie de supergravité
N = 8 serait donc une théorie finie de la gravitation.

Un tel comportement ultra-violet n’est possible que si de nombreuses compensations
se produisent entre les différents diagrammes de Feynman apparaissant à chaque ordre en
boucles. En effet chaque diagramme considéré individuellement à un très mauvais comporte-
ment ultra-violet avec au mieux au delà de deux boucles δL = (D − 2)L− 10. Les techniques
aʃuelles de superespace et d’implémentation de la supersymétrie linéaire ne permettent pas
d’expliquer ce comportement, même si les contraintes sur les divergences des théorie de su-
pergravité ont été récemment améliorées [80].

18 Les calculs récents les plus avancés en théorie de jaugeN = 4 SYM jusqu’à 5 boucles [79] et en théorie de supergravitéN = 8
jusqu’à 3 boucles confirment cette coïncidence [77].





Chapitre V
Conclusion

Nous venons de présenter une théorie de la matrice S pour la théorie M. Nous avons
expliqué en quoi cette construʃion est compatible avec les symétries de dualité de la théorie M
et nous avons présenté sa connexion avec la matriceS de la théorie des cordes dont nous avons
reproduit certaines des caraʃéristiques principales (à une et deux boucles). Cette relation est
représentée sur la figure 4.

Nous avons déduit des bornes sur le comportement des diagrammes en boucles montrant
que le comportement ultra-violet des éléments de matrices S des amplitudes gravitationnelles
à un ordre donné est nettement meilleur que celui des diagrammes de Feynman individuels.
Ce fait a été confirmé par le calcul récent à trois boucles en supergravité N = 8 [77].

Nous avons présenté des arguments montrant que le comportement ultra-violet des am-
plitudes à quatre gravitons en supergravité N = 8 est identique à celui des amplitudes en
N = 4 super-Yang--Mills, jusqu’à trois boucles au moins. Si ce comportement subsiste à tous
les ordres en perturbation alors la théorie de supergravité N = 8 serait finie dans l’ultra-violet
en dimension 4. Il est capital de comprendre jusqu’à quel ordre en perturbation cette relation
est valide et quelle est la relation entre cette théorie de supergravité et la théorie des cordes.

Reste à comprendre l’origine de ces compensations donnant ce très bon comportement
UV. Le formalisme RNS ou le formalisme de la jauge de cône de lumière ne sont pas adaptés.
Le formalisme des spineurs purs construit par Berkovits [81] semble être plus prometteur.
Mais ce formalisme n’est pas déduit de principes premiers, et il est défini par une prescription
inspirée des cordes topologiquesN = 2. Il semble utile de comprendre l’origine du formalisme
et analyser ses conséquences. Une version de ce formalisme existe en dimension onze, où il
est possible de formuler une théorie de spineur pur pour la supermembrane [82] ou pour la
superparticle [21,22]. Nous espérons que ce formalisme permettra de confirmer et systématiser
l’analyse des diagrammes en boucles en dimension onze que nous avons présentée dans ce texte.
Le rôle de la M2- et M5-brane dans la construʃion en dimension onze reste à clarifier, mais
nous n’avons toujours pas d’outils pour analyser ces objets.

Peut-être que la théorie des twisteurs pour la gravité développée dans [83] donnera des
réponses à ces questions.
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Dans cette thèse nous énnonçons des théorèmes de non-renormalisation en théorie des
cordes dans le seʃeur gravitationel. Ces théorèmes sont obtenus en reliant les éléments de
matrice S en théorie des cordes et en supergravité en dimension onze dans le cadre de la
conjeʃure de la théorie M. Ces théorèmes impliquent que la théorie de supergravité N = 8 à
le même degré de divergence ultra-violette que la théorie de super-Yang-MillsN = 4 au moins
jusqu’à trois boucles et pourrait être finie dans l’ultra-violet en dimension quatre.

Mots clés : supercordes, supersymétrie, phénomènes non perturbatifs, théorèmes de
non renormalisation

In this thesis we describe various non renormalisations theorems for the string effeʃive
aʃion. These results are derived in the context of the M theory conjeʃure allowing to conneʃ
the four gravitons string theory S matrix elements with that of eleven dimensional supergrav-
ity. These theorems imply that N = 8 supergravity theory has the same UV behaviour as the
N = 4 SYM theory at least up to three loops, and could be UV finite in four dimensions.

Keywords : superstring theory, supersymmetrhy, non-renormalisation theorems


